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V ED Afslutningen af den f0rste skandinaviske Matematikerkongres 
i Stockholm, September 1909, traf man en forelobig Aftale om, at 
den naeste Kongres skulde soges afholdt i Kj0benhavn to Aar senere. 

Da den materielle Basis for Afholdelsen af en saadan Kongres var 
sikret gennem Tilskud fra Staten og Bidrag fra Private, og da Carls- 
bergfondet gav Tilskud til Trykning af Kongresberetningen, konstitu- 
erede folgende danske Matematikere sig som Kongresbestyrelse og 
Indbydere : 

Docent ved Universitetet, Dr. H. Bohr. 

Docent ved Landbohojskolen, Dr. C. Crone. 

Raadsformand, Dr. J. P. Gram. 

Laerer ved Officerskolen, Dr. Carl Hansen. 

Professor ved den polytekniske Laereanstalt, Dr. P. C. V. Hansen. 
Professor ved Universitetet, Dr. P. Heegaard. 

Professor ved den polytekniske Laereanstalt, Dr. J. Hjehnslev. 
Telefoningenior J. L. W. V. Jensen. 

Professor ved den polytekniske Laereanstalt, Dr. C. Juel. 
Direktor for Gradmaalingen, Generalmajor V. H. 0 . Madsen. 
Professor ved Universitetet, Dr. Niels Nielsen. 

Direktor for Forsikrings-A/S » Dan « , Dr. H. Valcntmer. 
Professor emeritus, Dr. H. G. Zeuthen. 

Paa sit f0rste Mode valgte Bestyrelsen Kongressens Presidium : 

Praesident: Professor, Dr. Niels Nielsen. 

Sekretaer: Dr. Carl Hansen. 

Kasserer: Mag. sc. C. R. Ette. 

Af Hensyn til Universitetsjubilaeet i Kristiania i Begyndelsen af 
September 19 11 besluttede man at afholde Kongressen i Dagene 
28—31 August, hvilket ogsaa gennem fortes. 



I Kongressen deltog i alt 93 skandinaviske Matematikere, nemli 

Akerman, N., Fil. stud Lund. 

Backlund, A. V., Professor, Dr Lund. 

Bang, A. H., Mag. sc Holte. 

Bardenfleth, J. F. E„ stud, jur Helsingar. 

Bertelsen , N. P., Beregner Kjabenhavn. 

Birkeland , R., Professor, Dr Trondhjem. 

Bjerknes, V., Professor, Dr Kristiania. 

Block , H. G., Docent, Dr Lund. 

Bohr, Harald, Docent, Dr Kjabenhavn. 

Bohr, Niels, Dr Kjabenhavn. 

Borenius, G., Dr Helsingfors. 

Broden, 71, Professor, Dr Lund. 

Brun, V., Dr Drabak. 

Bucht, G., Docent, Dr Uppsala. 

Burrau, C., Direktar, Dr Kjabenhavn. 

Bogh, F., Mag. sc Kjabenhavn. 

Carstens, U., Adjunkt Frederiksborg. 

Charlier , C. V. L., Professor, Dr. . . . Lund. 

Christiansen , Cl, Professor, Dr Kjabenhavn. 

Crone , Cl, Docent, Dr Kjabenhavn. 

Drachmann, A. B„ stud, mag Kjabenhavn. 

Elbe, Th., cand. mag., Fraken Kjabenhavn. 

Ekman, W., Professor, Dr Lund. 

Elvang, Fr., Mag. sc Kjabenhavn. 

Engstrom, F., Observator, Dr Lund. 

Erlang, A. K., cand. mag Kjabenhavn. 

Ette, C. R., Mag. sc Kjabenhavn. 

Fredholm, /., Professor, Dr Stockholm. 

Goldman, H., Fuldmaegtig, cand. mag. Kjabenhavn. 

Gram, J. P., Raadsformand, Dr Kjabenhavn. 

Grauers, H, Lektor, Dr Goteborg. 

Gyllenberg, Fil. kand Lund. 

Hansen, Carl, Adjunkt, Dr Kjabenhavn. 

Hansen, H. P. Cl, cand. mag Kjabenhavn. 

Hansen, Jens Kjabenhavn. 

Hansen, P. C. V., Professor, Dr Kjabenhavn. 

Heegaard, P., Professor, Dr Kjabenhavn. 

Hintikka, A., Fil. mag Helsingfors. 

Hjelmslev, J., Professor, Dr Kjabenhavn. 



Holmgren, E., Professor, Dr Uppsala. 

Iversen, L., Direktor, Dr Kjobenhavn. 

Jensen, J. L. W. V., Telefoningenior . Kjobenhavn. 

Jensen , V. A. C., cand. mag Kjobenhavn. 

Jesse?i, J. L. W., Kommunelaerer, cand. 

phii Kjobenhavn. 

Johansson, S., Docent, Dr Helsingfors. 

Juel, C., Professor, Dr Kjobenhavn. 

Kierboe, T., Mag. sc Kjobenhavn. 

Kobbernagel, P. C. F., Assistent, cand. 

mag Kjobenhavn. 

Koch, H. von. Professor, Dr Djursholm. 

Kristensen, S., cand. mag Kjobenhavn. 

Kruger, C., cand. phil Kjobenhavn. 

Kuylenstiema , N., Fil. kand Vaxjo. 

Lehmann , /., stud, mag., Froken .... Kjobenhavn. 

Lindelof. E., Professor, Dr Helsingfors. 

Lindstrbm, S., Fil. kand Nettraby. 

Lund , H., cand. mag., Froken Kjobenhavn. 

Madsen . V. 0. H., Generalmajor Kjobenhavn. 

Malmquist, J., Dr Huddinge.. 

Mattson, R., Lektor, Dr Vesteras. 

Mikkelsen- Vendsyssel, A., Mag. sc. .• Kjobenhavn. 

Mittag-Leffler, G,, Professor, Dr Djursholm. - 

Mollerup, J., Dr '••••• Kjobenhavn. 

Neovius, E. R., Professor, Dr Kjobenhavn. 

Neva?ilinna, L., Dr Helsingfors. 

Nielsen, Ali, cand. mag Kjobenhavn. 

Nielsen, E. S., stud, math., Froken . . Kjobenhavn. 

Nielsen, Niels , Professor, Dr Kjobenhavn. 

Norland, Margrcthe, Froken Kjobenhavn. 

Oseev. C. W., Professor, Dr Uppsala. 

Palmquist, R., Fil. lie Stockholm. 

Pedersen, P. 0., Docent, cand. polyt. Kjobenhavn. 

Petersen, Chr., Mag. sc Kjobenhavn. 

Petr hi, LoiCise, Dr., Froken Lund. 

Petrini, H, Lektor, Dr Vaxjo. 

Phragmhi, E., Professor, Dr Djursholm. 

Pleijel, H., Docent, Dr Uppsala. 

Rosin, A., Lektor, Dr Malmo. 
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Schou, E, Mag. sc Kjobenhavn. 

Sjogren, S, Fil. mag Borgledcn. 

Smith, Kirstine , cand. mag., Froken . Kjobenhavn. 

Smith, 0 . A., cand, mag Kj 0 benhavn. 

Stejfenseiiy J. E. } Seketaer, cand. jur.. Kj0benhavn. 
Stephansen , Elisabeth , Dr., Froken . . . Aas. 

Stridsbergy E., Docent, Dr Stockholm. 

Strdmgre?i, E Professor, Dr Kjobenhavn. 

Stormer, C., Professor Kristiania. 

Svensson, 2?., Docent, Dr Lund. 

TvermoeSy Konferensraad Kjobenhavn. 

Valentiner, H, Direktor, Dr Kjobenhavn. 

Wickselly K.y Professor, Dr Lund. 

Wickselly Sven , Fil. stud Lund. 

Wiman, A., Professor, Dr . Uppsala. 

Zeuthen, H. G. 9 Professor, Dr Kjobenhavn. 


Paa Grund af forskellige Omstaendigheder blev det i sidste 0jeblik 
nodvendigt at foretage visse 2Endringer i det udsendte Programudkast,. 
saaledes at Kongressen afholdtes efter folgende Program: 

Mandag den 28. August. 

Kl. io. Kongressen aabnedes. t Indledningstale af Praesidenten, Professor 
Niels Nielsen . 

Kl. ioy 2 . Dirigent: Professor Nielsen . 

Professor Zeuthen: PraecisionsmathematikensTilbliven fra Pytha- 
goras til Euklid. 

Kl. 2. Dirigent: Professor Heegactrd . 

Professor Niels Nielsen: Om analytiske funktioners udvikling 
i raekke efter hypergeometriske funktioner. 

Professor Oseen: Om integralekvationernas betydelse for hydro- 
dynamiken. 

Professor Bjerknes : Grafisk algebra og grafisk differential- og 
integralregning. 

Cand. mag. 0 . A. Smith: En Saetning om den homogene lineaere 
Differentialligning af anden Orden, hvis Koefficienter er anden 
Grads Polynomier. 

Kl. 772* Modtagelsessouper i den kgl. Yachtklubs Pavilion paa Lange- 
linie. 



IX 


Kl. io. 


Kl. 2 . 


Kl. io. 


Kl. 2. 


Tirsdag den 29. August. 

Dirigent: Professor Mittag-Leffler. 

Telefoningenior J. L. W. V. Jensen: Undersogelser over Lig- 
ningernes Theori I. 

Professor Hjelmslev: Nye Undersogelser over Geometriens 
Grundlag. 

Professor Heegaard : Et Problem i Analysis situs. 

Dirigent : Professor Wiman. 

Dr. Malmquist: Om andligt mangtydiga integraler till alge- 
braiska differentialekvationer af forsta ordningen. 

Dr. J. Molleruj: Om Identiteten af den Fredholmske Deter- 
minant og en uendelig v. Koch’sk Determinant. 

Professor Charlier: Den analytiska losningen av banbestam- 
ningsproblemet. 

Onsdag den 30. August. 

Dirigent: Professor Bjerknes. 

Professor Juel: Om algebraiske og ikke-algebraiske Flader. 
Docent Pleijel: Om telegrafistekvationen. 

Docent Bohr: Om de Vaerdier, den Riemann’ske Funktion 
'4(0 + it) antager i Halvplanen 0>> i. 

Dirigent: Professor Stermer. 

Professor Brodin: Ett axiomsystem for den euklidiska geo- 
metrien. 

Mag. sc. E. Schou: Nogle Klasser af harmoniske Funktioner 
med tre Variable. 

Professor Bjerknes: Kraftfelt-faenomener i kontinuerlige ma- 
terielle medier. 

Professor Lindelof: Om en af den danske sprakforskaren 
Karl Werner angifven modifikation af forfarandet vid har- 
monisk analys af periodiska kurvor. 

Docent Block: Lineara partiella differentialekvationer med 
multipla karakteristiker. 
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Torsdag den 31. August. 

Kl. io. Dirigent: Professor Lindelof \ 

Lektor Mattson: Om en klass hela funktioner af irregular 
tillvaxt. 

Professor Neovius: Om nagra af Riemann icke betraktade 
minimalytstycketij hvilkas begransning bildas af tre rata linier. 
Docent Johansson : Om konvergensen af de Poincare’ska 
0-serierna i hufvudcirkelfallet. 

Kl. 2Y 2 Dirigent: Dr. Nevanlinna. 

Telefoningenior J. L. W. V. Jensen: Undersogelser over Lig- 
ningemes Theori II. 

Kl. 6. Afskedsmiddag paa den kgl. Skydebane. 


Af de 23 Kongresforedrag indeholder denne Beretning de 20, af- 
trykte i den Orden, hvori de holdtes, idet dog Telefoningeni0r Jensens 
to Foredrag, for Sammenhaengens Skyld, er trykte under et. 

For de 3 andre Foredrags Vedkommende har Forfatterne kun 
onsket en kort Redegorelse aftrykt i Beretningen. 



INDLEDNINGSTALE VED AABNINGSM0DET. 

Al> 

NIELS NIELSEN. 


Deres Ekscellence ! Deres Magnificence l 

Hejlcerde og hejtcerede forsamling t 

I tidsruramet 1839-98 holdtes der, med ulige store mellemrum, ialt 
15 skandinaviske naturforskermoder, med sektion for matematik, 
vckselvis i Sverige, Norge og Danmark. Den, der kun kender disse 
moder gennem de eksisterende beretninger, faar det indtryk, at de 
maa vaere gaaet ind af mangel paa tilslutning; thi mod slutningen blev 
mellemrummene storre. 

Derfor maatte tanken om n aar senere at afholde en skandinavisk 
metematikerkongres paa forhaand synes dristig. Hvor skulde det vaere 
muligt efter saa kort tids forlab at afholde en kongres af skandinaviske 
matematikere alene, naar naturforskermaderne, der dog havde en langt 
bredere basis, ikke mere kunde trivesl Ved selv den korteste over- 
sigt over matematikens stilling i Skandinavien lige indtil vore dage 
kunde dette indtryk kun yderligere forstaerkes. 

Selv om det vel maa indrammes, at matematiken gennem det i6de 
og I7de aarhundrede kun mere sporadisk blomstrede ved de store 
universiteter, saa er det dog utvivlsomt en kendsgeming, at denne 
videnskab i disse aarhundreder aldrig fandt noget brcendpunkt ved de 
skandinaviske universiteter. 1 det i8de aarhundrede, da grunden til 
den moderne analyse lagdes, kom der vistnok fra Skandinavien ikke 
et eneste arbejde, der var af blivende betydning for denne maegtige 

lmrebygnings rejsning. ' 

Ved sydgraensen, i Kiel, har Friedrich Ko'cs vel i aaret 1 7 ^ 9 > i en 
lille note i Acta Eruditorum , angivet dobbeltintegralet til krumme 
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fladers komplanation. Stockholmerakademiet har publiceret adskillige 
arbejder vedrorende infinitesimalregningen, og i Sor0 fors0gte Jens 
Kraft ved aarhundredets midte at bestemme raekkeudviklingerne efter 
potenser med brudne eksponenter for algebraiske funktioner. 1786 
gav Erland Samuel Bring i Lund sin mserkvserdige og fundamentale 
transformation af ligningen af femte grad, medens Caspar Wessel 
1797 til Videnskabernes selskab i Kobenhavn indleverede sin teori for 
de komplekse tal. 

Alt dette blev imidlertid uden betydning for den matematiske 
videnskabs almindelige udvikling. Brings opdagelse kom forst til sin 
ret laenge efter at Jerrard havde gjort den paany, og man blev forst, 
gapske tilfaeldig, opmaerksom paa Wessels prioritet hundrede aar efter 
hans arbejdes fuldendelse. 

For omverdenen syntes Abel aabenbart at staa ganske isoleret i 
Skandinavien; matematikere som Carl Ferdinand Degen , Carl Johan 
Hill , Christian Jiirgensen har sikkert vseret af stor betydning for deres 
naermeste omgivelser; men for udlandet forsvandt de i Abels vaeldige 
slagskygge. 

Selv om en Malmstcns arbejder ikke var upaaagtede, skete der 
dog forst med den naesle generation et virkeligt gennembrud. Vi har 
den anre her i vor kreds at have to af veteranerne fra dette gennem- 
brud, nemlig professorerne Zeutheii og MittagLeffler\ de to var blandt 
de forste skandinaviske matematikere, efter Abel, der allerede i en 
ung alder fandt plads mellem de betydelige forskere, og de har stedsc 
siden .beholdt denne forerstilling hver paa sit omraade. 

Et andet vidnesbyrd om, at der ved slutningen af det igde aar- 
hundrede var foregaaet en betydelig forandring til det bedre med 
matematikens stilling i Skandinavien, haves gennem det i 1882 af 
skandinaviske matematikere med Mittag-Leffler i spidsen grundlagte 
Acta matkematica. Vel kan dette tidsskrift kun i en vis forstand siges 
at vaere skandinavisk, idet den storste ' del af dets forfattere vistnok 
er fremmede, og det kun har publiceret et mindretal af de arbejder, 
der i dets levetid er forfattede af skandinaviske matematikere. Men 
den h0je anseelse, Acta matkematica nyder, vidner om den betydning, 
man i udlandet tillaegger dets skandinaviske redaktorer med Mittag - 
Leffler i spidsen. 

Med alt dette for oje maatte forsoget paa en skandinavisk mate- 
matikerkongres paa forhaand betegnes som dumdristigt, selv om det 
udgik fra en Mittag-Leffler og stottedes af alle hans kolleger ved 
Sveriges universiteter og hojskoler. 



XIII 


Ikke destomindre blev kongressen til virkelighed, og jeg tror, at 
enhver af deltagerne vil give mig ret, naar jeg siger, at denne kongres 
i enhver henseende blev en fuldstendig sejr. Derigennem leveredes 
der et haandgribeligt bevis for den maegtige matematiske udvikling, 
der i den allernyeste tid har fundet sted i Skandinavien. 

Det var ikke desto mindre med nogen aengstelse, vi danske mate- 
niatikere taenkte paa den naeste kongres af denne art. I de forlobne 
to aar skete der store forandringer hos os. Vor provede forer, pro- 
fessor Zeuthen, trak sig tilbage; vi tre universitetslaerere i matematik 
er ny i vore embeder; vi kunde have onsket at se tiden lidt an endnu. 

Hertil kommer endvidere et moment af ikke ringe betydning: 
medens kongressen i Stockholm ivrig stottedes af laererne. i matematik 
ved Sveriges hojere skoler, kunde vi her naeppe gore regning paa 
noget lignende. Tiden for denne kongres, umiddelbart efter det ny 
skoleaars begyndelse, maatte vaere en vaesentlig hindring for laerernes 
almindeligere deltagelse. Dertil kommer endelig, at vi danske uni- 
versitetslaerere i matematik ikke i ojeblikket tor gore regning paa syn- 
derlig popularitet blandt en del af den hojerc skoles laerere, nemlig 
blandt dem, der efter den ny skoleordnings ikrafttraeden kaemper for 
et andet matematisk ideal end vort. 

Naar vi ikke destomindre besluttede os til at vove forsoget, skyldes 
dette i forste raelcke professor Heegaard. Vaesentlig gennem den 
stotte, han forstod at vinde fra forskellige sider, lykkedes det at reali- 
sere planen, at fore den anden skandinaviske matematikerkongres ud 
i livet. 

Det er mig en kaer pligt paa kongressens vegne at takke hver 
enkelt af dem, der har bidraget til kongressens virkeliggorelse : 

Regeringen, repraesenteret af den fungerende kultusminister, Hs. 
Eksc. indenrigsminister Jensen- Sender up. 

Kultusministeriet, repraesenteret ved kontorchef Dahl, der fra forste 
faerd har omfattet vor kongres med den varmeste interesse. 

Vort gamle, haedervaerdige Universitet, der er repraesenteret ved 
sin rektor, professor Erslev, og som har stillet lokaler til vor raadighed. 

Carlsbergfondets direktion, der er repraesenteret ved sin formand, 
professor S. M. Jergcnsen , og som har sat os istand til at trykke de 
holdte foredrag i hvert fald i ret udforlige udtog. 

De mange andre, som udenfor de egentlige kongresdeltagere er 
komne tilstede her idag for at give vort forste mode et festligt praeg. 

Og endelig selve lcongresdeltagerne, blandt hvilke vi jo finder de 
allerfleste af de betydeligere skandinaviske matematikere. 
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Jeg maa beklage, at vi savner professor L. Sylow , hvis hoje alder 
ikke tillod ham den lange rejse, og professor I. Bendixson, der i 
sidste ojeblik, efter at kongressens program alt var trykt og omsendt, 
har maattet melde afbud, fordi hans embede som rektor ved Stock- 
holms hogskola for ojeblikket laegger saa staerkt beslag paa hans tid. 

Paa grund af dette afbud er det f0rste tirsdagsmade bleven saa 
dansk. 

Idet jeg paa indbydernes vegne erklaerer den anden skandinaviske 
matematikerkongres for aabnet og byder Dem alle velkommen, skal 
jeg hertil knytte haabet om, at denne kongres maa bidrage sit til at 
hojne matematiken i Skandinavien og knytte dens dyrkere naermere 
sammen, saa at denne kongres maa efterf0lges af mange andre. 

Jeg tillader mig at foreslaa, at kongressen sender et saalydende 
telegram til professorerne Sylow og Bendixson: 

Den anden skandinaviske Matematikerkongres fremsender sin hjaerte- 
ligste Hilsen, dybt beklagende, at De ikke kan vaere naervaerende. 

Paa Kongressens Vegne 

Niels Nielsen , 
President. 



V ED Modtagelsessouperen i Langelinies Pavilion afsendtes f0lgende 
Telegrammer : 


Til 

Kongen 


Charlottenlund Slot. 


Den anden skandinaviske Matematikerkongres, der i disse Dage 
afholdes i Kjobenhavn, beder Deres Majestaet modtage den hjaerteligste 
Tak for den gennem Professor Mittag-Leffler tilsendte Hilsen, idet 
Kongressen samtidig frembaerer sin allerunderdanigste Hyldest. 

Paa Kongressens Vegne 

allerunderdanigst 

Niels Nielsen, 

President. 


Til 


Hans Kongelige Hejhed Kronprinsen 

Stockholm. 


Den anden skandinaviske Matematikerkongres, der i disse Dage 
afholdes i Kjabenhavn, tillader. sig at bringe Deres Kongelige Hajhed 

sin allerunderdanigste Hyldest. 

Paa Kongressens Vegne 

allerunderdanigst 

Niels Nielsen, 

President. 


Herpaa indkab folgende Svar: 


Professor Niels Nielsen 

Universitetet, Kjobenhavn. 

Hans Majestaet Kongen beder Hr. Professoren bringe Deltagerne i 
den anden skandinaviske Matematikerkongres en hjaertelig Tak for den 
tilsendte Hilsen, som det glaedede Hans Majestaet meget at modtage. 

Efter allerhojeste Befaling 

Hakon Castonier, 
adjutant du jour. 
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Nielsen , skandinaviske matematikerkongress 

Kopenhamn. 

Sander matematikerkongressen mitt varma tack och hjartliga hals- 
ning. 


Gustaf Adolf. 


Fra Professorerne Bendixson i Stockholm og Sylozv i Kristiania 
indlob folgende Svar paa de ved Aabningsmodet afsendte Telegrammer : 

Professor Niels Nielsen 

President for den andra skandinaviska matematikerkongressen 

Kopenhamn. 

Med storsta tacksamhet har jag mottagit Edert telegram. Djupt 
beklagande att ej fS, narvara vid Edra interessanta forhandlingar, ber 
jag Eder till kongressen uttrycka mina varmaste valonskningar for 
dess arbete, och min forhoppning om rikt vetenskapligt utbyte for 
densamma. 

Ivar Be?idixson. 


Skandinavisk matematikerkongres 

Kjobenhavn. 

Med dybtfolt tak for telegrammet udtaler jeg mine varmeste onsker 
for kongressen og for dens udbytte og sender en hjertelig hilsen til 
hvert enkelt medlem. 

L . Sylow. 


Fra Hans Ekscellence Kultusministeren, der var paa Hjemrejse fra 
Faeroeme, indlob endvidere folgende Telegram: 

Matematikerkongressen 
Hilsen og 0nske om frugtbart Mode. 


Kjobenhavn. 

Appel. 



KONGRESSENS VIDENSKABELIGE 
FORHANDLINGER 




PRyECISIONSMATHEMATIKENS TILBLIVEN 
FRA PYTHAGORAS TIL EUKLID 1 ). 

AF 

H. G. ZEUTHEN. 


D EN forrige skandinaviske Mathematikerkongres blev indledet med 
et Foredrag af den fremragende Ophavsmand til disse Mader, 
Prof. Mittag-Leffler, om den nuvaerende Praecisionsmathematik, bygget 
paa Dannelsen af de hele Tal, saaledes som den er sat fuldkommen 
i System ved Weierstrass. Denne aflaser en anden Praecisionsmathe- 
niatik, hvis Najagtighed man nu let undervurderer, fordi den i den 
elementaere og hajere Undervisning jaevnlig fremtraeder i mere eller 
mindre tilfaeldige Brudstykker, men som af sine Bygmestere fra Pytha- 
goras gjennem Platon og Pudoxos til Euklid var anlagt til at vaere 
fuldtud exakt. Den tager i Modsaetning til det nysnaevnte modeme 
System den kontinuert varierende Starrelse, fremstillet ved Lasngden 
af en ret Linie, til sit Udgangspunkt, gaar altsaa ud fra at betragte en 
saadan Starrelse som existerende. Paa Grund af denne B remstillings- 
maade er den geometrisk; men dens Figurer ere tillige bestemte til, 
som vore Formler, at give en vel defineret Fremstilling af Relationer 
mellem almindelige Starrelser. Vi kjende den bedst fra Euklids 
Elementer, der rigtignok saa maa laeses i den Aand, hvori de ere 
skrevne, og hvorom de avrige fra Oldtiden opbevarede Dokumenter 
give Vidnesbyrd. Omvendt er det kun ved grundig Indtramgen i 
Iiuklids Elementer, at man ret forstaar disse Dokumenter; men saa 

») Det samme Emne blivcr behandlet i starre F'uldstaendighed og i Sammenhmng med 
Mathematikens hele Udviklingshistorie i den Fremstilling, som jeg giver af Mathe- 
inatiken i Oldtid og Middelalder i det snart udkommende Bind om -Matlicmatikc 
af »Die Kultur der GegenwarU (Teubner). 
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H. G. zeuthen: 


give de ogsaa et ret klart Indblik i, hvorledes det exakte matlie- 
matiske System, som foreligger i faerdig Skikkelse hos Euklid , er 
blevet til. 

Dannelsen af dette System begynder med Pythagoras , hvad der 
ingenlunde vil sige det samme, som at den mathematiske Viden be- 
gyndte med ham. Selve den pythagoraeiske Laeressetning var laenge 
f 0 r hans Tid kjendt af Inderne. ■ Om det saerlig var noget af deres 
Viden, der var traengt frem til Graekerne, vide vi ikke; men i hvert 
Fald besad Graekerne ogsaa for Pythagoras adskillig praktisk mathe- 
matisk Viden. Et mathematisk System bliver forst til, naar der fore- 
ligger et Materiale, hvoraf det kan dannes, og mere eller mindre vel 
begrundede Kundskaber, hvori det kan bringe Orden og Klarhed. 

Udgangspunktet for Dannelsen af et saadant System var Opdagel- 
sen af de irrationale Storrelser. Om denne skyldes Pythagoras selv eller 
en af hans Disciple, lader sig naeppe afgj 0 re; thi allerede paa Aidsto- 
teles' Tid kunde man ikke saette Skjel imellem, hvad der er fundet af 
de enkelte Pythagoraeere. Denne Skole naaede imidlertid saa langt 
frem i en Udvikling, der tydelig peger tilbage paa det naevnte Ud- 
gangspunkt, og som selv maa have kraevet nogen Tid, at den omtalte 
store Opdagelse i hvert Tilfaelde maa skyldes de allerforste Pytha- 
goraeere, og da vel snarest selve den Mester, som disse satte saa liojt. 
Studiet af de irrationale Storrelser er ogsaa strax sat i Forbindelse 
med den pythagoraeiske Laeresaetning. 

Pythagoraeerne havde fra forst af liaabet at kunne laegge de hele 
Tal til Grund for Mathematiken. »Tingene ere Tal«, sagde de, og 
tillagde forskellige Taldannelser en mystisk Betydning. Deres Interesse 
for hele Tal maatte saerlig styrkes ved den store fysiske Opdagelse, 
at Laengderne af iovrigt ens Strenge, som frembringe harmoniske 
Toner, forholde sig som simple hele Tal, og mere bestemt, at 
samme Talforhold mellem Strengenes Laengder giver samme Tone- 
interval, saaledes Forholdet 2 : i et Interval paa en Oktav. Hypo- 
thetisk antog de da ogsaa ved andre Naturforklaringer simple Talfor- 
hold, og ved Udregninger af Kvadratrodder kunde det ikke tilfredsstille 
dem i Stedet for Broker dannede af bestemte Tal lcun at finde de for 
de foreliggende Anvendelser tilstraekkelige Tilnaermelser. 

Til Brug af Kvadratrodder maatte allerede Musiken give Anled- 
ning. For at dele en Oktav, frembragt ved Straenge af Laengderne 
2 og 1, i to ligestore Dele, hvad det laa naer at forsoge, fik man 
Brug for en Streng med Laengden /2. Denne Laengde kunde tilveje- 
bringes som Diagonal i et Kvadrat med Siden 1; men det maatte 
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strax vise sig, at den ved Siden af Strengene 2 og i gav Mislyd, et 
Forvarsel om Irrationaliteten af j/2. Musikalsk 1 ilfredsstillelse fik man 
derimod af de Tilnaermelser til denne Mellemproportional mellem 1 
og 2, som f0rst tilbad sig. Middeltallet § mellem 1 og 2 gav en Tone, 
hvis Intervaller fra deni, Strengene 1 og 2 giver, ere en Kvint og en 
Kvart. For at faa de samme Intervaller i omvendt Orden brugte 
man den harmoniske Mellemproportional $. Proportionen mellem disse 
eller de tilsvarende hele Tal 6: 8 =■ 9 : 12 kaldtes den musikalske, og 
Pythagoraeerne tillagde den ogsaa i andre Henseender stor Betydning. 

Den her paabegyndte Dannelse af Tilnsermelsesvmrdier til en Kva- 
dratrod, der jo altid kan opfattes som en Mellemproportional, fik ogsaa 
Anvendelse i andre Tilfelde, og ved Gjentagelse af den samme Ind- 
skyden af Middeltal og harmonisk Mellemproportional mellem de ad 
denne Vej alt fundne Vaerdier kunde man naa en saa stor Tilnaermelse, 
som man vilde. For ]/2’s Vedkommende fik man en hurtigere Til- 
naermelse i Vaerdierne §-, • • • • , hvis Taeller og Naevner r og .v 

tilfredsstille Ligningen y* - = ± I, og stedse udledes af den forc- 

gaaende Braks, y t og :r t , ved y — 2 :\\ -\-y y , .v -■ + .Vt- Herfor farer 

liuklid i II 9 og 10 geometriske Beviser, hvad der vidner om den 
lnteresse, man endnu paa hans Tid bevarede for disse gamle Til- 
naermelser. 

Ad ingen af disse Veje kommer man til Knde og finder et naj- 
agtigt; Udtryk for j/2 som Forhold mellem hele Tal. Netop Pytha- 
goraeemes store lnteresse for disse bragte dem da til at sparge, om 
et saadant Udtryk overhovedet er muligt. De fandt Svaret Nej, og 
begrundede det ved falgende Betragtning, som Aristoteles ofte omtaler, 

og som jeg her gjengiver med moderne Tegn. Var V 2 ^ > hvor m 

og n ere indbyrdes primiske hele Tal, maatte man have ni'- = 2«-, alt- 
saa vi vaere et lige og derfor n et ulige Tal. Saettes nu m - ■ 2 r, blev 
2r -i — n '\ altsaa n lige. Det kan ikke paa en Gang vaire lige og ulige. 
Forudsaitningen er altsaa umulig. Ganske sikkert har man i fuld 
Overcnsstemmelse hermed sluttet, at /3 er irrational, da ellers et Tal 
paa en Gang maatte vaere deleligt og ikke deleligt med 3, og paa lig- 
nende Maade behandlet Spargsmaalet om andre Kvadratradders Irra- 
tionalitet. At denne Begrungelse dog trmnger til et Supplement, har 
man, som vi skulle se, senere bemaerket. 

Da nu ikke alle Storrelses forhold kunde udtrykkes som Forhold 
mellem hele Tal, indsaa man dels, at der behavedes andre Midler end 
Tal til Fremstilling af Starrelser, dels at saadan Begrundelse, som i 
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nogen Maade er bygget paa Regning, der jo netop forudsaetter Frem- 
stilling ved Tal, ikke er anvendelig paa alle Storrelser. Det nye paa 
alle St0rrelser anvendelige Fremstillingsmiddel fandtes i Geometrien. 
I Stedet for at operere med )'2 opererede man med Diagonalen i et 
Kvadrat, hvis Side er given, og den pythagoraeiske Laeresaetning til- 
lader en lignende Fremstilling af andre Kvadratrodder. De kontinuert 
varierende Storrelser fremstilledes i det hele ved Laengder af rette 
Linier. Saadanne kunne adderes og subtraheres. I Stedet for deres 
Produkt betragtede man St0rrelsen af det deraf dannede Rektangel. 
En som Rektangel fremstillet Storrelse divideredes med en given, ved 
at Rektanglet omdannedes til et nyt med denne til Side eller, som 
man sagde, lagdes langs den. Kvadratroden af en som Rektangel 
fremstillet Storrelse ab fremstilledes som Side i et Kvadrat af samme 
Storrelse og bley konstrueret ved den pythagoraeiske Saetning, idet 

ab = • Overgangen mellem Fremstilling ved Laeng- 


der og Arealer kunde ske gjennem Rektangler med Siden i. 

Med disse formelle Begrebsudvidelser forbandt man reelle Frem- 
skridt, navnlig Losningen af Ligninger af anden Grad, der ved Be- 
grebsudvidelserne blev lige anvendelig paa irrationale og paa rationale 
Storrelser. Den nuvaerende algebraiske L0sning beror paa, at [a + by 
= a 2 + 2 ab + b 2 , og opnaas ved en saadan Omflytning af Leddene i 
Ligningen, at den ene Side, som indeholder den ubekjendte, antager 
denne Form, medens den anden er bekjendt. De anforte Formler 
fremtraede umiddelbart ved Deling af et Kvadrat med Siden a + b 
eller a. En Ligning af 2 . Grad fremtraeder som den Opgave langs 
en given ret Linie at laegge et Rektangel med givet Areal saaledes, 
at der enten mangier et Kvadrat, eller et Kvadrat bliver tilovers, med 
andre Ord saaledes, at det overskydende eller manglende Stykke af 
Linien bliver ligestort med Rektanglets Hojde (det saakaldte elliptiske 
eller hyperbolske Fladeanlaeg). De Figurer, hvorved disse Opgaver 
taenkes loste, omdannes ved saadanne Omlaegninger af deres Dele, som 
ganske svare til de nys omtalte Omflytninger af en algebraisk Lig- 
nings Led. Dertil knyttes, som vi nu gjor, Mulighedsbetingelser og 
Bestemmelsen af Storrelser, hvis Produkt (Rektangel) og Sum eller 
Differens have givne Storrelser. Figurerne spille her samme Rolle 
som det nuvaerende algebraiske Sprogs Formler. Ere Figurerne noj- 
agtig definerede, danne de et ligesaa exakt Organ for Algebraen som 
nu Tegnsproget, der forst kommer op paa Hojde med den antike 
Fremstilling, . naar man udtrykkelig har forklaret, hvad der skal for- 
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staas ved Regning med irrationale Tal, en Operation, som Graekerne 
undgaa ved deres geometriske Omskrivning. 

Den her beskrevne geometriske Algebra er fremsat 1 kukluis 
2 . Bog paa Grundlag af Saetningerne i i. Bog. At Pythagoweerae 
vare komne saa vidt, fremgaar af, hvad der kom frem umiddelbart 
efter dem eller hos de sidste af dem. Det praegtige Stylcke Geometn, 
som er opbevaret os i Hippokrates' Kvadratur af visse Halvmaaner, 
viser, at man var naaet til i Realiteten at beherske det meste af den 
elemental Geometri, og det Standpunkt, hvortil den formelle Re- 
handling, som her saerlig interesserer os, var naaet, trader frem i 
Bestraebelser, som da saerlig optog Mathematikerne. Man maatte have 
en bestemt og klar Angivelse af, hvorledes de Starrelser, som man. 
vilde undersage ved de geometriske Hjalpemidler, lcunne fremstilles 
-eometrisk. En saadan havde man allerede for Kvadratradders Ved- 
kommende. Opgaven om Terningens Fordobling eller Mult.phkation, 
eller om, naar Kanten « i en Terning er given, at finde Kanten ay/m 
i en m Gange saa stor Terning, gik ud paa at finde en tilsvarende 
Fremstilling af Kubikradder. Den samme Opgave fik ogsaa en anden 
Skikkelse, som sluttede sig til den antike Fremstilling af I otenser 
ved Leddene i en sammenhaengende Raekke Proportioner . a . > ' ' c 

c ■ d f eller, som vi nu ssedvanlig sige, i en Kvotientmekke : 

(n + iV« Le’ds Forhold til I st * Led er det samme som Potens ai 
andet Leds Forhold til i atu , detfe sidste Forhold altsaa som n c Ko 
af det farste. Uddragning af «“ Rod bliver altsaa det samme som 
Indskydning af n — i Mellemproportionaler, Kvadratrodsuddragnmg 
som Indskydning af I, Kubikrodsuddragning af 2 Mellemproportionaler. 
Den sidste fremragende Pythagoraeer, Archytas, sager at mdskyde 2 
Mellemproportionaler ved at benytte Kuglen paa en Maade, der svarer 
til Anvendelsen af Cirklen ved Bestemmelsen af x Mellemproportional. 
Det lykkedes ham at lase Opgaven ved Skjajring af Kuglen med en 
Kurve der bestemmes som Skjseringslinie mellem en Omdrejmngskegle 
og en Tore. Det siger sig selv, at man ikke derved bekvemt kunde 
faa en taalelig Tikuermelse til den sagte Kubikrod. Saa godt regnede 
Graekerne sikkert, at de vare i Stand til ved numeriske Forsag lettere 
/at finde en bedre Tilnaermelse. Men det var noget andet, der tilsig- 
tedes, nemlig at faa en geometrisk vel defineret Fremstilling af disse 
Starrelser og derved at sikre den geometriske Existens, som Anven- 
delsen af den geometriske Algebra kraevede. Det var det samme og 
kun det, som snart efter opnaaedes ved den samme Opgaves Lasnmg 
ved Keglesnit. 
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Lignende Formaal havde Cirklens Kvadratur. Tilnaermede Bestem- 
melser havde man allerede fra iEgypterne, og sogte man ikke andet, 
havde der intet vaeret at indvende mod Antiphon , der benyttede ind- 
skrevne Polygoner med voxende Sidetal. Hvad der derimod ikke 
var tilladt, var at betragte Existensen af Cirklens Areal som sikret 
ved den blotte Angivelse af, at den skulde vaere Graensen for saa- 
danne Polygoner. Da nu Forsogene, saaledes Hippokrates\ paa at 
l0se Opgaven ved ret Linie og Cirkel mislykkedes, tyede man til 
andre Kurver, som man naeppe har lagt an paa at konstruere med 
saerlig stor Nojagtighed, men som vare vel definerede, nemlig Kvadra- 
trix og Archimedes * Spiraler. Derved blev Cirklens Areal og Periferi 
ogsaa til vel definerede geometriske Storrelser. De samme Kurver 
kunde benyttes til Deling af en Vinkel i et hvilket som heist Antal 
ligestore Dele. 

Pythagoraeeme naaede dog ikke at tage alle Konsekvenser af deres 
Opdagelse af de irrationale Storrelser og paa alle Punkter at give 
ogsaa Behandlingen af disse Storrelser et fuldt exakt Grundlag. 
Deres geometriske Fremstilling omfattede vel disse, men de havde 
ikke noget exakt Udtryk for deres Forbindelse med de ved hele Tal 
og Broker givne diskrete Storrelser. Dog vedblev man endnu at 
overfore Resultater vundne ved Behandling af diskrete Storrelser paa 
kontinuert varierende. Som nys berort anvendte man saaledes Pro- 
portioner, hvis Theori forelobig kun var bygget paa Forhold mellem 
hele Tal og altsaa ikke paa exakt Maade omfattede Forhold mellem 
inkom mensurable Storrelser. Overgangen til saadanne synes Pytha- 
goraeerne at have villet stotte paa en Deling i uendelig mange uende- 
lig smaa De le. Denne trader frem deri, at de kaldte Punkter >En- 
heder med Beliggenhed« og altsaa deraf sammensatte Linier, Flader 
°S Legemer som Flerheder. Forholdet mellem to Storrelser blev da 
Forholdet mellem de uendelige Antal af Punkter, de indeholdt. 

Vi kjende naermest denne Opfattelse gjennem den eleatiske Filosof 
Zenon, der i sin mod Pythagoraeeme rettede Polemik viser, at »Tingene 
ikke ere Flerheder«, altsaa at man ikke kan naa fra Betragtning af det 
diskrete til det kontinuerte, altsaa heller ikke til den kontinuerte Be- 
vaegelse. Paul Tannery har i sin Bog »Pour la science hell£ne«, hvor 
han saa klart fremdrager de gamle, saakaldte Naturfilosoffers Tanke- 
gang, paa en slaaende Maade vist, hvorledes sserlig de af Zenons 
Paralogismer, der vedrore Bevaegelse, gribe ind i hinanden og efter- 
haanden imodegaa de Indvendinger, som man fra modsat Side kunde 
forsoge at opstille mod de foregaaende. Vi skal her holde os tik 
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Tannerys Forklaring af den sidste af disse Paralogismer. Den be- 
svarer et Fors0g paa at imedegaa de foregaaende, hvori Bevaegelsens 
Umulighed navnlig grundes paa, at Rummet kan deles i det uendelige, 
ved at henvise til, at det samme er Tilfaeldet med Tiden. For at 
vise Utilstraekkeligheden af denne Henvisning bemaerker Zenon, at 
hvis Bevaegelse overhovedet er mulig, tnaa der ogsaa existere Be- 
vaegelse med forskellig Hastighed. Dette bevises ved Henvisning til 
den relative Hastighed af Punkter, der bevaege sig med samme 
Hastighed i modsat Retning. Naar imidlertid Bevaegelse af et Punkt 
skal bestaa i, at det passerer den uendelig lille Rumenhed i den 
uendelig lille Tidsenhed, Momentet, faar man kun en bestemt 
Hastighed. 

Zenon har fuldkommen Ret i, at man ikke kan naa over til Saet- 
ninger om det kontinuerte fra Saetninger om det diskrete blot ved 
Brug af saadanne Ord som uendelig. En ny Forudsaetning er nod- 
vendig enten for, som vi nu gjore, at definere det ved dette Ord be- 
tegnede Begreb, eller for, saaledes som de senere graeske Mathematikere 
gjorde, at omgaa det. Zenon kjendte ingen saadan P orudsaetning, og 
idet han ikke vilde anerkjende Existensen af andet, end hvad der 
var til for hans Tanke, naegtede han Kontinuitet og Bevaegelse. Dette 
kunde de arbejdende Mathematikere ikke. De vedblev forelobig at 
benytte de ufuldstaendig begrundede Saetninger om Proportioner, og 
som senere Renaessancens Mathematikere, Kepler og Cavalierly ja de 
fleste af Mathematikerne i det i8 de Aarhundrede, arbejdede man mdtil 
videre med et Uendelighedsbegreb, af hvilket man ikke gav nogen 
klar Bestemmelse. Det var saaledes, saa vidt man kan se, ved at 
dele en Pyramide eller en Kegle i uendelig mange, uendelig tynde 
Skiver, at Demokrit fandt, at den er Trediedelen af et Prisme eller 
en Cylinder med samme Hojde og Grundflade. Denne Bevisfarelse 
blev ikke godkjendt senere, men dog, som vi se hos Archimedes, 
brugt til at finde de Resultater, som man bag efter sikrede ved 
et Exhaustionsbevis, der netop benytter’den samme Decomposition, 
men tillige giver den Beviskraft. Saavel dette Bevis som en ny og 
exakt Proportionslaere blev stottet paa en af Eudoxos opstillet Forud- 
saetning, der afhjaelper den af Zenon paaviste Mangel. 

Eudoxos , Platons Samtidige og Medarbejder paa forskellige Om- 
raader, har ikke altid vaeret sat paa den hoje Plads, som han fortjener 
i Vid'enskabens Historie. I Tillid til Hippareh, som paa hans Bekost- 
ning fremhaever de senere store Fremskridt i astronomisk Iagttagelse, 
have Astronomerne sat ham for lavt, indtil Schiaparelli af Beret- 
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ningerne om hans Laere om Planetbevaegelseme har faaet den fine 
kinematiske Sammenssetning af Rotationer frem, hvorigjennem han 
beskriver disse Bevaegelser. Og Mathematikerne tillaegge haardnakket 
Archimedes Opstillingen af den Forudsaetning, som danner Grundlaget 
for hans Infinitesimalundersagelse, skjont netop Archimedes baade i 
Fortalen til Skriftet om Parablens Kvadratur omtaler den som forud 
kjendt og anvendt af Euklid, og i den for nylig fundne Methodelaere 
tydelig peger hen paa Eudoxos som Ophavsmand. Denne Forudsaet- 
ning gaar ud paa, at af to Starrelser, som overhovedet kunne sammen- 
lignes, den ene kan gjentages saa tidt, multipliceres med et saa stort 
helt Tal, at Produktet bliver st0rre end den anden. Den tillader, som 
det er gjort i Euklid V — VI, at bygge en exakt Proportionslaere paa 
folgende Bestemmelse af to Forholds Ligestorhed eller Uligestorhed : 

a:b = c:d , naar m og n betegne vilkaarlige hele Tal, og ma — nb 

*• 

medf0rer mc—nd, og a: b^> c: d \ naar der existerer Vaerdier af m og n , 

for hvilke ma ]> nb, men me < nd. Som det ses, falder denne Be- 
stemmelse ganske sammen med* Dedekinds Snitmethode. Paa den nsevnte 
Forudsaetning ere ligeledes JEuklids og Archimedes' Exhaustionsbeviser 
byggede. 

Af de senere Forbedringer se vi, at ogsaa Pythagoraeernes Opstil- 
ling af Irrationalitetsbegrebet og af Kjendetegn paa, om Storrelser ere 
irrationale, endnu vare noget usikre. Theodor fra Kyrene, der har 
Fortjenester af Overforelsen af den pythagoraeiske Mathematik til 
Athen, opstillede derfor Begrebet Inkommensurabilitet. Som det, sikkert 
i Tilslutning til ham, laeres i Begyndelsen af Euklids io. Bog, lader 
det sig prove, om to Storrelser ere kommensurable eller inkommen- 
surable, ved paa dem at anvende den Operation, hvorved man soger 
storste faelles Maal. Kommer man til Ende dermed, ere de kommen- 
surable, men fortsaettes den i det uendelige, ere de inkpmmensurable. 
Ad denne Vej lader det sig paavise, at Kvadratroden af et forelagt 
Ikke-Kvadrattal er inkommensurabel med Enheden; thi det vil som 
bekjendt vise sig, at den naevnte Operation, der er den samme som 
den, hvorved man vilde udvikle Roden i Kjaedebrok, bliver periodisk 
og altsaa aldrig kommer til Ende. Paa denne Maade — og vistnok 
kun paa den — forstaar man, at Theodor har fort saerskilte Beviser 
for, at 1/3, 1/5, • . - fiy ere irrationale. 

Dette sidste meddeles af Platon i hans Dialog: Theaitet, hvor vi 
tiUige erfare, at Theaitet har fort almindelige Beviser for Rodstorrelsers 
Irrationalitet. De Mangier, man har fundet i den aeldre pythagoraeiske 
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Begrundelse, fremgaa tydelig af den Maade, hvorpaa de ere afhjulpne 
i Euklids 7- Bog, og som i sine Grundtrak tor antages at skykies 
Thcaitet. De Beviser, som folge 1 8. Bog, for Irrationaliteten a 
Rod af en uforkortelig Br 0 k, hvis Taller og Navner ikke beggc ere 
Potenstal med samme Exponent som Roden, forbercdes her ved en 
nojagtig Undersogelse af Tals Sammensatning af haktorer. Her fore- 
komme S r f. Ex. den Satning, at, naar to uforkortehge Broker ere lige- 
store, bliver Taller lig Taller, Navner lig Navner. 

Den Interesse for mathematiske Undersogelser af en yderst abstrakt 
Karakter, som trader os imode i Platons Meddelelse om Iheattct, 
laegaer ham ogsaa for Dagen paa andre Steder. Det er da ogsaa i 
Kredsen af tens og Eudoxo/ Disciple, at Pracisionsmathematiken 
arbejder sig frem mod den Skikkelse, som for den elementare Matte- 
matiks Vedkommende foreligger fuldt fardig hos Lukhd. e 
Hovedvanskeligheder vare overvundne af Eudoxos og lheattet, me 
en Pracisionsmathematik er overhovedet kun mulig i et System, hvor 
liver Satning er bygget paa en foregaaende eller i sxdste Instans paa 
Forudsatninger, som man udtrykkelig fastslaar. Paa Grand af den 
geometriske Form, som ogsaa den almindelige Storrelseslare havde 
antaget, maatte Satningerne ikke blot vare Laresatnmger om de alt 
indforte Begreber; men disse Begrebers geometriske Existens maatte 
sikres ved nojagtig angivne Konstruktioner. D 1S se fores hos Eukhd x 
sidste Instans tilbage til saadanne, som praktisk udfores ved Line< 
og Passer; men det er urigtigt at betragte Brugen af disse Instru- 
menter som Grundlag for den antike Geometri. Denne Brug vil jo 
ligesaa vel som numerisk Udregning af Rodder kun give tilnarmede 
Bestemmelser. Derfor navner Euklid slet ikke disse Redskaber; men 
han giver i de opstillede Forudsatninger Oplysning om dc Egenskaber 
ved ret Linie og Cirkel, som han maa forudsatte. 

Disse Forudsatninger maa man nu ikke soge 1 de saakaldte Defim- 
tioner, som i Reglen blot indfore de Benavnelser, han vil g) ore Brug 
af De Egenskaber, som narmere skulle karakterisere de indforte 
Begreber og som der bliver Brug for i de paafolgende Undersogelser, 
opstilles derimod i de saakaldte Postulatcr. Her karaktenseres f. Iix. 
en ret Linies Beliggenhed ved den Egenskab, at den er bestemt ved 
to af dens Punkter, dens ubegransede Forlangelse postuleres, og der 
opstilles den tilstrakkelige Betingelse for, at to rette Linier i samme 
Plan skulle skjare hinanden til en bestemt Side o. s. v. Jeg vil ikke 
gaa i det enkelte, men skal kun bemarke, at man ve< J n «|J e f* 
studere de af Euklid opstillede Forudsatninger og lagge Marke til, 
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hvorledes han bruger dem, vil se, at han derved tilstraeber det samme 
Formaal som de, der i vore Dage opstille det logiske Grundlag for 
Geometrien. De ere blot naaet videre paa den allerede af ham an- 
viste Bine, nemlig ved ogsaa udtrykkelig at naevne Forudsaetninger, 
som han har betragtet som saa selvfalgelige, at han har brugt dem 
uden at naevne dem. Dette gjaelder saaledes Forudsaetningerne om 
Ordningen af Punkter paa en ret Linie, og om lukkede Konturer i en 
Plan, som en Linie, der forbinder et indre med et ydre Punkt, altid 
maa skjaere. Endelig findes det saakaldte Bevaegelsespostulat eller 
Postulatet om, at der overhovedet gives kongruente Figurer, kun in- 
direkte hos Eukhd. \ idet et Axiom udtaler, at kongruente Figurer ere 
lige store. Endnu mindre bliver der da Tale om at oplase dette ret 
sammensatte Postulat i sine Enkeltheder. 

I Euklids Geometri har den gamle Praecisionsgeometri naaet sin 
endelige Skikkelse. Umiddelbart gjaelder dette dog kun for den ele- 
mentaere Geometri, den, der kan najes med Konstruktioner ved ret 
Lime og Cirkel, og som algebraisk talt omfatter Spargsmaal, der af- 
haenge af Ligninger af anden Grad; men den, der vilde gaa videre, 
saaledes som vi have set, at man var ogsaa for Euklid, maatte falge 
de samme Principer, som ere lagte til Grund for Opfarelsen af Ele- 
menterne. Dette iagttager pavnlig Archimedes med Hensyn til de 
nye Spargsmaal, som han underkaster en streng mathematisk Under- 
sagelse. Han opstiller udtrykkelig Forudsaetningerne for sin Statik 
og hgeledes de Forudsaetninger, som ere nodvendige for at kunne 
tale om en krum Linies Laengde; thi Euklids Elementer tilstede kun 
at sammenligne Laengder af rette og brudte Linier eller af Buer af 
samme Cirkel indbyrdes. For Udmaalingen af krumme Linier eller 
Bestemmelsen af deres Forhold til rette Linier logger han folgende 
to Forudsaetninger til Grund: Den rette Linie er den korteste Vej 
mellem to Punkter, og: af to (krumme eller brudte, plane) Linier 
mellem 2 Punkter, der vende Konvexiteten til samme Side, er den 
yderste starst. Disse Forudsaetninger definere, som vi nu sige, en 
krum Limes Laengde, og at betragte den farste som en ny Definition 
af en ret Lime, vilde staa i fuldkommen Strid med Archimedes’ naj- 
agtige Tilslutning til Euklids Forudsaetninger og med den Brug, han 
gjor af de nye Forudsaetninger. Lignende Forudsaetninger anvender 
han til at indfare Begrebet: en krum Flades Areal. 

Jeg har her vist, hvorledes den antike Praecisionsgeometri er bleven 
hi, og jeg har samtidig fremdraget flere af dens Hovedpunkter. Dette 
sidste har vaeret nadvendigt, fordi man i de senere Aarhundreder 
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jevnlig har blandet det antike exakt geometriske Udgangspunkt og 
moderne arithmetiske Betragtninger, der forelobig ikke altid kunde 
v;ere exakte, saramen og har brugt Euklids Elementer til at lasre 
Born ikke den gamle strengc Videnskab, men en moderniseret Mathe- 
matik og da jevnlig sat en ydre Anskuelighed i Stedet for Euklids 
kiart formulerede Begrundelser. Dette maatte give for ringe Tanker 
om det gamle System, som har faaet Skylden for de logiske Svag- 
heder, der opstaa, naar man ikke tager et fast Udgangspunkt, nemlig 
enten det gamle geometriske, slier det moderne arithmetiske. I vor 
Tid, da man besidder cn paa Arithmetik grundet Algebra, er man til- 
lige tilbojelig til at overse, at den graeske Geometri er bestemt til 
ogsaa at omfatte algebraiske Undersogelser. 




OM ANALYTISKE FUNKTIONERS UDVIKLING 
I R^KKE EFTER HYPERGEOMETRISKE 
FUNKTIONER. 1 ) 

AF 

NIELS NIELSEN. 


§ 1. Historiske bemaerkninger. 

C Neumann*) beviste i 1862, at enhver analytisk funktion f{x), 
som er regular indenfor en ellipse med brsendpunkterne (+1, 0) og 
(_ x, o), i dette omraade kan udvikles i rakke efter kuglefunktioner 

af forste art, nemlig 

(1) ./'(.v) « a 0 P°{x) + <h 1 J ' (*) + + 

medens enhver analytisk funktion F&, « regulter udenfor oven- 

natvnte ellipse, i dette omraade kan udvikles i raikke efter kuglefuu • 
tioner af anden art, nemlig 

(2) f (x) = a q Q l) (x) + A Q 1 W + AQH X ) + 

Konvergensomraadet for enhver af rrekkerne (1) og (2) afhaenger 
altsaa alene af den funktion, der skal udvikles. 

Disse antninger af Neumann er af stor interesse, idet de, saavidt 
jeg ved, giver det forste eksempel paa ranker, hvis led er analytiske 
funktioner, og hvis konvergensgranse ikke er en cirkel, idet 
raekker ikke, som d tBiirmannske, er simple transformations af potens- 
rrekker og tillige skal kunne tjene til at fremstille alle funktioner, der 
er rcgulaere i et bestemt omraade. 

.) En udforligere fremstilling af disse undersogelser vil blive publiceret i Annalts dt 

VEcole Nor male i Paris. , ^ LTncrMfiink- 

S) Ueber die Entwicklung einer Funktion mit hnaginSrem Argument nach Kugelf 

tionen erster unci aweiter Art. Halle a. S. 186a. 
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I den henseende er de ligeledes af C. Neumann *) fundne raikke- 
udviklinger efter cylinderfunktioner af forste art kun af mere sekundaer 
interesse, idet deres konvergensgraense altid er en cirkel. 

I et brev til Neumann har jeg vist, hvorledes alle de naevnte 
raekker kan udvikles ud fra et almindeligt princip 8 ), medens jeg i mit 
skrift om de generaliserede kuglefunktioner *) har almindeliggjort form- 
len ( I ). idet J'eg har vist, at enhver funktion f{x), der er regular inden- 
for en ellipse med brasndpunkterne (o, o) og (i, o), i dette omraade 
kan udvikles i en raikke af formen 


(3) f{*) — 7 A n F( — n, o-f-K, p, x), 

n=() 

hvor a og p er vilkaarlige parametre, idet p dog hverken maa vaire 
o eller negativ hel. Her afhaenger konvergensomraadet altsaa lige- 
lcdes udelukkende af den funktion, der skal udvikles. 

. 1 mit oven na5vnte skrifM) har jeg ligeledes generaliseret ( 2 ) idet 

jeg indfarer funktionen 


(4) F n [x) = VligL+f+ffic Sl +” + s) . . . . T (q p+ , + ,_+ s ) 

• fir (Pi + w + -y).... r (pp._,+M + J )r(p p + 2» + S) ’ 


hvor er et helt tal, og hvor parametrene a s og p, er vilkaarlige, 

dog saaledes at o og negative hele vardier er udelukkede. 

^Enhver analytisk funktion f (x) af den komplekse variable 

^- a + *p, der er regular i det indre af den lukkede kurve med 
hgningen 


(5) (gi 4- ft2)2 _|_ (?* ~ I 2 3 *) ° & (2tf + j)*p2 

?) + «(«+i) = «>0b 

kan i dette omraade udvikles i en raekke af formen 

(6) f(x) = A 0 F o (x) + A l F, (x) + A^F 2 
konvergensom raadet for (6) afhaenger derfor alene af den givne funktion. 

1} ,? h :r/w BeSSe ^ n Funkti ° nen; Leipzi S l 86 7. Berichte der kgl. sSchs. Gesell- 

_ St "• ”— 56 . 

*) Berichte der kgl. sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig Bd 61 
P. 33—01; 1909. * S * * ^ » 

2 J U ° ri ? d6S fonctions “^taspWriques, p. 175 - 177 ; Paris i 9 n. 

) Loc. cit. p. 169—172. 
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Her skal vi kort behandle andre raekkeudviklinger efter hypergeo- 
metriske funktioner. I dette 0jemed indf0res de p + q parametre 

(7) a v o-j, a,,; p 1( fJ», ■•••> 

■der blot skal vaelges saaledes, at o og negative hele vmrdier er ude- 
lukkede; saettes for alle hele n ^ o 

r (a t + ») recta + n ). ... r K +_«) , 

( 8 ) An - r „y-£ (p 2 r (P? + n) 

skal vi lose folgende opgaver: 

Ferste problem: Saettes for alle hele n A O 

S "--00 

( 9 ) F. lx) = P i- 1 + 

skal enhver analytisk funktion /(*), der er regular i omegnen af 
punktet x = o, udvikles i en r<ekke af formen 

,(io) f{x) = a 0 F {) (x) + a x F y (x) + «i^W + 

hvor koefficienterne alle er uafhaengige af x. 

Andet problem : Saettes for alle hele n ^ o 

h n 

(„) G.tx) =^(- V(”) A + .^ + '. 

8=-0 

skal enhver analytisk funktion /(*), der er regular i omegnen af 
punktet x - o, udvikles i en raekke af formen 

•(12) f{ x ) — ■ a c G o (- 1 ) + a i G i ( x ) "t” a i 0 % [x) + ■ • • • > 

hvor koefficienterne a H alle er uafhaengige af x. 

I de ovennaevnte problemer spiller tilfaeldene p -A q eller p-^q—l 
kun en mere underordnet rolle; ti i dette tilfaelde gadder raekkeudvik- 
lingeme (io) og (12) i det indre af konvergenscirklen for den potens- 
r®kke, der for \x\ tilstraekkelig lille fremstiller /(*)»). 

De ovennaevnte raekker af C. Neumann efter cylinderfunktioner af 
forste art, falder ind under denne art udviklinger. 

Almindeligt problem : Man kunde soge at generalisere raekken (u), 
idet man i definitionerne for F n (a-) erstatter a, + n og p, + « med 

•) Loc. cit. p. 165—168. 
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henholdsvis a r + a nyT og j 3 r + b tUFi hvor elementerne i de p + q tal- 
f0lger 

*0, r» #1, rj #2, rj • * • • j r » • • • • » I ~ ? — P 

A), r» ^l, r» ^2,rj • - • <» ^n, rj I ~ ^ ~ ^ 

er hele, aldrig negative tal, saaledes at for alle r 

^n+l,r — r> ^n+l.r ^ r 

Jim ^jj, r = + oo, lim b n% r = + oo. 

n—co n—oo 

Det er da aabenbart, at den i (6) angivne raekke faas soni specielt 
tilfaelde, idet mail saetter 

(*3) / = ?+!; a n , r = ti, i^r=p\ b n , r = n, b n , q = 2 n, 

medens (10) specielt erholdes, idet man for alle r s setter 

(H) ^n, r — bn,r == 

. I § 5 skal vi behandle endnu et specielt tilfaelde af denne art; 
derved fremgaar det tydelig, at det saaledes naevnte almindelige pro- 
blem rimeligvis er overordentlig vanskeligt. 


§ 2. Al min delige metoder. 

I mit ovennaevnte skrift 1 ) har jeg fremstillet en metode, som satte 
mig istand til fuldstaendig at undersage de i § i naevnte raekker (3) 
°g (6) og i alt vaesentlig tillige (10). Af hensyn til de .avrige i § 1 
stillede opgaver maa denne metode imidlertid genefaliseres lidt. 

I dette ajemed vil vi ved M betegne et i ^-planen beliggende areal 
med falgende egenskaber: 

1°. M skal vaere begraenset af en enkelt lukket kurve, der om- 
slutter x = o, og saaledes at nedre graense for de absolute vaerdier af 
radiivektorerne fra x = o til kurvens punkter ikke er 0. 

2°. Betegner x en vilkaarlig til M harende vaerdi, skal det vaere 
muligt at laegge en helt i M beliggende kontinuert kurve fra 0 til x. 

Indfares den ny variable t, og gennemlaber tx den i 2 0 naevnte 
kontinuerte kurve fra o til x, vil t gennemlabe en kontinuert kurve, 
der forbinder punkteme 0 og 1. 


Loc. cit. p. 49—54. 
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Indf0res dernaest de 2 p parametre 

a i! Pl» - Pw 

der kan vaelges ganske vilkaarlig, idet blot 0 og hele negative vaerdier 
er udelukkede, beviser man uden vanskelighed saetningen: 

I. Forudscettes en af de to potensrakker 


(0 


11--.00 »=°° 

v 1 , s V r (a t + «)•■• -J_ (Op 

/(*) ***“• 9 f (PT+ »)'•" • • r'(p; 

n-=fl «“=° 


+_w) 
+ ») 


« n -* n 


overhovedet at konvergere, har den ande 7 i samme egenskab ; de to 
rcekker har endvidere samme konvergensradius, og de ved reekkesum- 
meme definerede ancdytiske funktioner f{x) og cp {x) forholder sig 
regulcert i samme omraade M. 

For at bevise denne saetning ved induktion, kan vi aabenbart 
antage p = 1 ; endvidere forudsaetter vi, at potensraekken for f{x) er 
konvergent med konvergensradius r. 

Lad dernaest C 0 , 1 vaere en kontinuert kurve, der forbinder punk- 
terne x = o og x — 1, uden at omslutte noget af disse punkter, og 
lad os endvidere antage Co, 1 uden slojfer; da haves for 


( 3 ) (a) > o, 8t(p-a)>o 

under anvendelse af det forste Fulerske integral 


f r ' r (a) r (B — a) 

(3) I t a ~ l (1 — ty “- 1 dt = \t a (1 — tf- 1 dt = 

Je.0,1 Jn 

Betegner dernaest x en fast vaerdi, saaledes at |-a | <C r > er 
muligt at vaelge kurven 60, 1 saaledes at raekken 

n go 

f(xt) = ^ a n (xt)" 

II 0 

er ligelig konvergent, naar t gennemlaber Co, 1; hertil kraeves nemlig 
blot, at den kurve, xt samtidig beskriver, aldrig kommer udenfor 

cirklen med centrum i o og radius \x\. 

Antages betingelserne (2) opfyldte, faas dernaest ved anvendelse 
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(4) Cp (X) = f{tx) (I + =jjT 

potensraekken for <p (x) konvergerer derfor, og dens konvergensradius- 
kan aldrig vaere mindre end r. 

Antages endvidere f(x) regulaer i omraadet M af ovennaevnte be- 
skaffenhed, og er x en vilkaarlig til M horende vaerdi, kan kurven 
Co,i vaelges saaledes, at integralet i (4) eksisterer; <p(#) er derfor og- 
saa regulaer i 

Er betingelseme (2) ikke mere opfyldte, maa der eksistere to saa- 
danne positive hele tal p og q , at 

(5) &(«)> — P> 8ft (p — <*)> — q\ 

saettes dernaest 

fp [x) = a p xP + a p+ ixP + 1 + a p+i xP+ a + , ■ 

ses det, at integralet 


(6) <p„, , (x) = j f p (tx) t*-' ( I — ?)?-«+>/-! dt 

" C 0ll 


frerastiller en i omraadet M regulaer funktion, og at man for \x\<^r 
altid har 


( 7 ) 


9p,i 


(x) = 


Jl=p 


r (ct — j- 

f (B + n + g) 


a a x n . 


Ifiedge (7) haves imidlertid for q ^ i 

xDxtyp.q (x) + (P + q — 1) cp p , q (x) = Cp p . q— l (x), 

og altsaa er funktionen <p Pi 0 (x) og som folge deraf tillige cp (x) selv en 
i M regulaer analytisk funktion. 

Den gennem potensraekkerne (i) udtrykte afhaengighed mellem 
funktionerne f(x) og cp (x) betegner vi ved symbolet 

(8) <p(*) = & p (<*.£)/(*) 

og altsaa haves, idet parametrene a og p ombyttes 

(9) f{x) = b p (p, a) cp (x) 
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Tager man i ovenstaaende bevis funktionen cp (x) til udgangspunkt, 
erholdes f{x) ved (9), og vor saetning er derigennem fuldstaendig bevist. 
Ligeledes er det umiddelbart indlysende, hvorledes man ved anven- 
delse af det krumlinede integral i (3) kan generalisere de 1 § XV af 
mit skrift om kuglefunktionerne givne saetninger. 

Raekkevidden af den i (8) definerede operation i det tilfelde hvor 
f(x) er en hypergeometrisk funktion, ligger ogsaa lige for. 

* Da Here simple rakkeudviklinger efter hypergeometriske funktioner, 
som vi senere faar anvendelse for, er saakaldte Burmannske raekker, 
skal vi her kort omtale den af Puiseux 1 ) i alt vasentlig givne teori 
for disse raekker. Denne teori Andes f. eks. gengivet af Schlomilch ) 
og, aabenbart inspireret af ham, ligeledes af Julius Petersen*). 

Antages potensraekken 

(10) + A x x + A-' vS + — + A n x n + 

at have konvergensradien r> o, og er <p(.r) en analytisk funktion, 
konvergerer raekken 

(1 1) A 0 + A x <p (a) + A, (9 {x)f + + A 'i (9 (at ))' 1 + 

aabenbart henholdsvis ubetinget og ligelig i enhver del af .r-planen, 
for hvilken henholdsvis 

(12) | <p («) | < r, 1 9 (a‘) I =; r—b, 

hvor b er en vilkaarlig lille positiv storrelse. 

Er der flere indbyrdes adskilte dele af A'-planen, for hvilke betin- 
gelserne (12) er opfyldte, vil raekken (n) i almindelighed fremstille for- 

skellige funktioner i hver enkelt af disse dele. 

Er a et nulpunkt for 9 ( x), kan man altid om a afgraense et om- 
raade, begraenset af en enkelt kurve uden dobbeltpunkter, og saaledes 
at for alle a-, tilhorende dette omraade, ulighederne 1 (12) er optyldte. 

Ved A vil vi betegne et omraade i A'-planen, begraenset a en 
enkelt kurve K uden dobbeltpunkter og tilfredsstillende betingelserne : 

1°. 9 [x) er regular i A og har i dette omraade kun det ene nul- 
punkt .V = a, der er af forste orden. ’ _ , 

2°. Er x et vilkaarligt til A horende tal, har ligmngen 9 O') — 
ikke andre i A beliggende losninger for y end y = x. 


i) journal de Math&natiques pures et appliqu 6 es, Bd. 15, p. 380 384; 

•) Compendium der hdheren Analysis, Bd. II, p. 100-108; Braunschweig 1879. 
>) Foreliesninger over Funktionstheori, p. 173 178; Kbhvn. 1 95 - ores 

Funktionstheorie, p. t 57 — 16 1 ; Kbhvn. 1898. 
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3°. I A haves stedse cp' (x) =j= o. 

Enhver analytisk funktion f{x ), der er regulaer i A , kan da i dette 
omraade fremstilles ved en raekke af formen 


Jl— 00 


(13) 

f(x) = ^ A n (cp (A-))' 1 . 


n~0 

hvor man aabenbart finder 

(14) 

A - =/(“>• 4 -f|| 

almindelig haves 


(15) 

»i a =^ r ■((—)> w 


Formlen (15) er det eneste os bekendte bidrag af Burmann til en 
teori for de raekker, der baerer hans navn; denne formel er os endda 
kan overleveret i en rapport af Lagrange og Legendre 1 ). Biirmamis 
afhandling er aabenbart aldrig bleven trykt, skont ovennaevnte rapport 
anbefalede det. 

Schlomilchs udtalelse om beskaffenheden af Burmanns unders0gelser 
virker derfor noget forbloffende, selv om de maaske nok er rigtige. 
Den Bilrmannske formel (15) er i0vrig meget elegant bevist af Petersen . 

Vi maa dog udtrykkelig bemaerke, at raekken (13) meget vel kan 
have et sterre konvergensomraade end det ved de angivne betingelser 
bestemte; ja, at der kan eksistere raekkeudviklinger af denne art, selv 
om disse betingelser overhovedet ikke er opfyldte. 

I de folgende unders0gelser benytter vi stedse betegnelserne 

(16) 1]) (x) = b „ + b t x + V s H \-b n x M , 


11 --O 0 

(17) f{x) = bp (a, P) t|> {x) = ^ a n xn, 

n= 0 


og altsaa haves for alle n : 


(18) 


_ r i°i + ») r (ctg + »)_■ 

“ HPI + «) r (& + *)"• 


• ■ •J r I a ^+^) h 
■ • r (pp + n) ‘ 


l ) Memoires de Tlnstitut, Bd. 2, p. 15; 1795. 
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| 3. Losning af det forste problem. 

For at lose den forste af de i § 1 stillede opgaver gaar vi ud fra 
den Biirmannske raekke, som dannes af funktionen 


<0 9(*) = l“h’ 

der i hele planen har det eneste simple nulpunkt * = o. Sat tes 
, = a + ft ser man, at de i § 2 navnte betmgelser er opfyldte for 

ethvert omraade Q(r), for hvilket 

( 2 ) ct s + P*<r*((a— ly + P*). 

For r<i bliver 0 (r) det indre af en vis cirkel, for r = x sam- 

mensaettes 0 (f) af alle endelige *, for hvilke «(*)<-*• meden " 
S W for r>. bliver den del af planen, der ligger udenfor en vxs 
cirkel Det er indlysende, at ethvert omraade 0 (f) raaa mdeholde 
punktet *=o, og at intet saadant omraade kan mdeholde punktet*- 1 
P Enhver a^isk funktion F lx ), der forholder s,g regutat . e« 
omraade Qtr), kan altsaa i dette omraade udvikles i en rmkke af 

f ° rmen 

( 3 ) ’ 

n --0 

hvor ifolge § 2, (15) A — F (°) °S almindelig 

(4) n\A„ = nr 1 ((I — x) n F' (,x)) x =a = nidi -xy- 1 F w)~°- 

Da den i den stillede opgave behandlede raekke ikke indeholder 
noget konstant led, maa vi transformere raekken (3), idet vi sse er 

'!>(*)= (* - x) ^ {x); 

i henhold til vore bemarkninger om, at Q(r) ikke indeholder ^punktet 
x- 1 ses det umiddelbart, at t|> (x) er regular 1 ethvert saadant om- 
raade, hvor F(x) har denne egenskab, og altsaa haves satmngen: 

I. Enhver analytisk funktion i|> (x), der er regular 1 et omraade 
Q (r), kan i Q (r) fremstilles ved en rakke af fortnen 


( 5 ) 


n 00 

*!>(*) = £ An (i 

II =0 


eg koefficienteme i denne rakke bestemmes ved udtrykket 
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(6) n\A n = Z£((i — x) n T|) (#))«_o • 

Anvendes potensraekken § 2, (16) for (jt), erholdes ved (6) 


8=11 

( 7 ) An=£(- (")*-*• 

«=0 


De i (3) og (5) fremstillede raekker, der ievrig er betragtede mange 
gange tidligere, er blandt de faa Biirmannske raekker, hvis konvergens- 
omraade altid bestemmes ved de i § 2 angivne betingelser. 

Eksempel 1. Af (3) og (4) findes umiddelbart den i omraadet Q(i.) 
gyldige udvikling 


(8) 


(1 




x) a + n 


Eksempel 2, Raekken 


( 9 ) 



TI==00 


( — l) n X n 

2 n+1 *(l — x) n +' 


er gyldig i omraadet Q (4), altsaa i den del af ^r-planen, som ligger 
udenfor cirklen 


( 10 ) (“ — $)* + P 2 = $> x = a + 

Anvendes transformationen b p (a, ( 3 ), og saettes 

F„W = b p (a,p) fr _^p I , 
faas for alle n, idet | x | < i 


(») 




+ J* 


r K + « + •?) 

r (Pi + n + s) 


ffa + g + f) 
r(p p + « + j)' 1 


og denne funktion er altsaa, bortset fra en simpel faktor, en hyper- 
geometrisk funktion af hojere orden. Den forste parameter i F n (x) er 
ganske vist det hele tal «; men denne specielle form kan haives, idet 
man f. eks. saetter ( 3 P = i. 

Saetter man i (u) p -f- I istedetfor p og a p+1 = a, p p+1 = i, finder 
man for funktionen <£>,, (x) bestemt ved 
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( 12 ) 

f0lgende udtryk 
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r J?L+^(D n (^) = ir nW 
n 1 


(13) 


V"Va + n + j — A r (o t + » + *)•••• r K + «+-y) x a ¥ , 
[%) — X . ( s jrlpj + K + j) — f(Pp + « + - y ) 

tK-fl 


Er her specielt p = 1, og saettes a x — p, p! — Y, erholdes 


(14) <i>n {x) = f^qr^j' A " ,/7 ( a + *• P + n > T + *' 

altsaa paa en simpel faktor naer en saedvanlig hypergeometrisk funktion. 

Anvendes transformationen b p (a, p) paa formlen (5) faas med beteg- 
nelserne § 2, (16) og (17) den almindelige saetmng : 

II. Enhver analytisk funktion f(x), hvis tilsvarende transformerede 

(15) t|> (pc) = b p (p, a) f{x) 

er regular i et omraade Q (r), kan i delta omraade udvikles i en raskke 
af formen 

(16) f{x)=JyAn < !>.(*), 

;i=0 

j lV0r (j) ;l [x) er den i (13) deHnerede hypergeometriske funktion af hej ere 
or den. 

Koefficienteme A n i (16) bestemmes ifolge (7) og (12) ved udtrykket 


( 17 ) 


An 


=lHrC + ;-') 

#-=-0 


L(Pi.±JL— 

f + n — 


*)• 

s) : 


•Kh+.l t .. 

• f (a p + n 



Saettes p — 1, og kombineres formlerne (14) og (17), faas den spe- 
ciellere saetning: 

III. Enhver analytisk funktion f{x), hvis tilsvarende transformerede 
ij> (*) er regular i et omraade Q (r), kan i dette omraade udvikles 1 en 
reekkc af formen 


(18) 


«- -CO 

f{x) = y A n x*F[a + «, p + «, T + n > - v )> 

II 0 


hvis kocfficienter bestemmes ved udtrykket 
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(.9) A„ =JT(- ,)■(“ + ; - ')P ■ + r •):(»■ 

a=0 

I mit skrift om de generaliserede kuglefunktioner *) har jeg kun 
behandlet den del af ovennaevnte raekkeudviklinger, der svarer til om- 
raader Q(r), hvor i. 

Anvendes transformationen (a, (3) paa den specielle form el (9), 
faas et eksempel paa raekker af ovennaevnte art svarende til omraadet 
Q(4). 

Af den specielle formel (8) faas folgende ejendommelige raekke- 
udvikling 

71=00 

(20) F(a + v, (3, y, x) = £ A„x n F (a + n, p + n, y + n, x), 

ll ^.0 

hvor, for alle n , 

«*■) ^=(«)( p+ ” _I H T+ r‘)' 

denne raekke har konvergensomraadet Q(i). 


§ 4. Lesning af det andet problem. 

For at l 0 se den anden af de i § 1 stillede opgaver gaar vi ud fra 
den Biirmannske raekke svarende til funktionen 

( 1 ) cp(tf) = X— X s = x(l — x), 

der i hele .ar-planen har de to simple nulpunkter x— o, x= 1, medens 
den afledede funktftn 

(2) ( p' [x) — I — 2X 

har det simple nulpunkt x = og ikke andre. 

Den tilsvarende raekke 


71=00 

(3) F (x) = £ A„ (x — x*y 

11=0 


*) Loc. cit. p. 1 68. 
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er, tildels i en noget almindeligere skikkelse, undersogt af de 1 § 2 • 
naevnte forfattere: Puiseux, Schlomilch og Petersen ; men disse under- 
sggelser er ufuldstaendige. 

Har potensraekken Z A n x n konvergensradien r> o, konvergerer 
raekken (3) i omraadet Q (r) bestemt ved betingelsen 

( 4 ) \x-x*\<r\ 

dette omraade begraenses derfor af en Cassinisk ellipse C[r) med braend- 
punkterne (0,0) og (1,0) og med ligningen i retvinklede koordmater 

(5) (ct 2 + P 2 ) ((a - i) 2 + P 2 ) = ' a . x = a + *p. 

For r>£ bestaar C{r) af en lukket gren uden singulaere punkter, 
f or r — \ er kurven en lemniskat med dobbeltpunktet (^, o), medens 
C(r) for r <Ci bestaar af to adskilte ovaler 0 1 [r) og 0 2 {r), der om- 
slutter hver sit af braendpunkteme, nemlig henholdsvis (o,o) og (1,0). 

I det folgende betegner 0 (r) en vilkaarlig af disse ovaler, naar 
for r>£ haves derimod de letforstaaelige ligninger 

(6) OAr)^0 3 (r) = C(r). 

Om raekken (3) vil vi nu bevise folgende saetninger: 

I. Fremstiller rcekken (3) samrne funktion F(x) z hele sit konver- 
gensomraade Q(r), maa F(x) tilfredsstille funktionalligningen 

( 7 ) F (i-x) = F(x ); 

denne betingelse tilfredsstilles derfor altid af rakkesummen, naar i 
konvergensomraadet -1 \r) konstanten r . 

Denne saetning er en umiddelbar folge af, at funktionen x x~ og 
konvergensomraadet Q{r) bliver uforandrede, naar * erstattes med 

Antages r 1 {, vil raekken (3) derimod i almipdelighed fremstille 
to forskellige funktioner i de to adskilte dele af konvergensomraadet. 
liksempel 1. Af identiteten 

( 1 — 2xf = ( 1 — 4 Ov — * a )) v , 

bvis to led for x = o skal antage vaerdien 1, faas ved anvendelse af 
binomialformlen den i det indre af ovalen 0 t (|) gyldige raekke 

IV 00 

(I — 2.tf = ^ ’(— I)" Q 2*'\X—Xf'. 

n ■ 0 


( 8 ) 
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Saettes 


log ( — i) = n i, 


faas derimod i det indre af ovalen 0 2 (i) 


n— oo 

(9) ( I — 2 xf y — ( — I ) n 2 2n (x — X 2 )' 1 . 

n=0 


II. Enhver analytisk fimktion F[x\ der tilfredsstiller fwiktional- 
ligningen (7), og som er regular i det indre af den Cassiniske ellipse 
C (r) kan i hele dette omraade udvikles i en rcekke af formen (3). 

Denne saetning bevises let, idet man udvikler h0jre side af iden- 
titeten ' 


(10) 


1 f (*-.y) + (!—*) 

y—x [y — $) — \x — jj {y—y 2 ) — {x — x 2 ) 


efter potenser af {x — x 2 ):(y — y% derpaa multiplicerer med f(y) og 
anvender Cauchy s fundamentalsaetning 1 ). 

Det er aabenbart, at de i § 2 naevnte betingelser for omraadet A 
her kun kan tilfredsstilles naar A er en af ovalerne 0 (r) svarende til 
r 5 ^ og altsaa haves saetningen: 

III. Enhver analytisk funktion i|) (x), der er regular i omegnen af 
ct af punkter 7 ie x—O eller x = 1, kan udvikles i en rakke af formen 


77=00 

(II) Tjj (x) = An [X — X‘ 2 Y, 

n=0 . 

og dennes konvergensomraade er det indre af den tilsvarende Cassini- 
ske oval 0 [r), for hvilken i almindelighed r ^ J. El sterre konver- 
gensomraade er kun muligt %mder de i II angivne betingelser . 

Vi bemaerker, at denne saetning let bevises udfra identiteten (10) 
ved den ovenfor angivne fremgangsmaade. 

Er *tj) [x) den i § 2, (16) definerede funktion, og er ovalen 0 X {r) t 
faas ved § 2, (15) for koefficienter A n i (11) 


tt=n — 1 


(12) 


■do — \ I 




— s (n + s' 


bn- 


*) Sammenlign behandlingen af rcekken § 5, (5). 
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Eks. 2. Ved anvendelse af § 2 , (15) faas umiddelbart den i det 
indre af ovalen O x (i) gyldige raekkeudvikling 

(13) (i - vTzl C + n ZH ) {X ~ XT 

11— 0 

For at anvende operationen b p (a, ( 3 ) paa formlen (11) benytter vi 
stedse de i § 2, (16), (17) og (18) angivne betegnelser; ssettes endvidere 

b p (a, ( 3 ) (x — at 2 )" = -F n (x), 

findes for alle n^ZO 


(14) F n (x)= i) 8 

8—0 


r (at + « + s) • ■ • • r [ap + « + *) ^„+, 
r (Px + » + -y) • • r (p P + * + s) 


medens koefficienterne A„ ved anvendelse af (12) og § 2, (18) antager 
formen 


(* 5 ) 

og for 71 ^ 1 : 


. _r(M r iW- 
lo “ fWTW- 


•r(gp) 

•r'(a p ) 


"0 



(16) 


A 


n— l 



» — ^ 
7Z *4" J 


8---0 


'» + r (Pt + «+£)_/ ■ 

s JT / r (a x + n + S) ■ ■ 


■ • r (ftp + g + s) 

• ■ r (a p + n + s) 


&n—8‘ 


Med disse betegnelser faas saetningen: 

IV. Enhver analytisk funktion f{x), der er regular i omegnen af 
punktet x = 0, kan udvikles i en reekke af formen 


n ‘00 

( 17 ) f( X ) = [ X )< 

/|r~0 

hvis konvergensomraade er det indre af en Cassmisk oval 0 X (r), hvor 
almindeligvis r -E Kun i det tilfaslde, hvor den til f{x) svarende 
transformerede funktion i|> (x) tilfredsstiller de i II navnte betingelser, 
kan ovennavnte konvergensomraade blive det indre af en Cassmisk 
ellipse C(r), hvor J. 
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Ssettes specielt p = i, a x = p og p x = y, antager (17) formen 

n=ao 

(18) f[x) = ^ A n x n F( — *, p + », y + «. *). 


n— 0 

hvor A 0 = # 0 , og for n ^ I 

«=ji — 1 


«=o 

Eks. 3. Af (13) faas den i det indre af ovalen O t (]) gyldige formel 


(20) F(a, p, y, x) = A n x n F{— n, p + n, y + n, x), 

n=s 0 

hvis koefficienter bestemmes ved udtrykket 

(2.) A a (° + 2 ") P + ( r +" - ‘V 

; a + 2 n\ n )\ n ) \ n ) 

Vi kan ikke her gaa naermere ind paa de af identiteten (io) dan- 
nede maerkelige raekkeudviklinger og deres egenskaber, men maa ind- 
skraenke os til at henvise til den \1df0rligere fremstilling af naervaerende 
arbejde. 

Det er aabenbart, at disse raekker staar i noje forbindelse med en 
klasse hele polynomier, som jeg har undersogt ved anden lejlighed 1 ). 


§5. Bemaerkriinger om det almindelige problem. 

For at behandle et andet specielt tilfaelde af det i § 1 naevnte 
almindelige problem gaar vi ud fra en raekke af formen 


(1) 




denne raekke kan ikke behandles efter den i § 2 angivne almindelige 
metode ; ti her har udviklingsfunktionen <p (x) et nulpunkt af anden 
orden i x = o. 


l ) Nyt Tidsskrift for Matematik. Bd. 22, p. 73—85; 1911. 
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Har potensraekken ZA n x n konvergensradien r>o, konvergerer 
raekken (1) henholdsvis absolut eller ligelig, eftersom henholdsvis 


(2) 



X 2 

I — X 


5 ^ r — b, 


hvor & er en vilkaarlig lille positiv storrelse. Konvergensomraadet for 
raekken (1) er derfor det indre af den lukkede kurve K(r) med lig- 
ningen i retvinklede koordinater 

(3) (a 3 + p 3 ) 3 — t* ((a - i) 3 + p 3 ) = o, x = a + *p. 

Man ser, at Kir) kan dannes af den i § 4 betragtede Cassimske 
ellipse C{r), idet man istedetfor x saetter 1 

For r< 4 bestaar K[r) af en enkelt lukket gren uden singulaere 
punkter; for r — 4 er der et singulaert punkt, nemlig dobbeltpunktet 
(2,0), hvis slojfe omslutter (1,0). Antages endelig r> 4 - er K(r) 
sammensat af to ovaler, af hvilke den storste 0 {r) omslutter K{ 4), 
medens den mindste o{r) i sit indre indeholder punktet (1,0) og om- 
sluttes af sl0jfen h0rende til dobbeltpunktet af K{ 4). 

Da x ' 1 : (1 — x) ikke forandres, naar x erstattes med x:(x 1), 
har ifolge (2) kurven K{r) og de to dele af planen begraensede af 
K{r) samme egenskab, og altsaa gaelder saetningen: 

I. Enhver funktion F{x), der kan udvikles 4 en konvergent rakke 
af fortnen (x) Hlfredsstiller funktionalligningen 

( 4 ) 

For at kunne vende denne saetning om og bevise eksistensen at 
visse almindeligere raekkeudviklinger vil vi gaa ud fra identiteten 

1 

y—x 


y( 1 — x)^-\- x _ _ x 

- (i"“ xj(i —y) ' f 

I — y I — X 


og den derved dannede raekkeudvikling 


( 5 ) 


y — x - ^ /•*+’ \l—x) + ^-J y' in+} 


(1 — x) n + l 


Gennemlober y en vilkaarlig kurve K{r), er raekkerne paa h0jre 
side i (5) henholdsvis absolut eller ligelig konvergente baade med 
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hensyn til x og y, naar x er beliggende henholdsvis i det indre af 
K (r) eller paa K (r — b) og i dens indre, naar & betegner en vilkaarlig 
lille positiv storrelse. 

Lad nu F(x) vaere en analytisk funktion, der er regulaer i det indre 
af en vis kurve -Sf(r), og lad x betegne en fast vaerdi i det indre af 
K{r)\ multipliceres i identiteten (5) med F{y\ og integreres langs en 
kurve K (; r ') der omslutter x og saaledes at r T < r, faas folgende saet- 
ning: 

II. Enhver analytisk funktion F(x), der er regulcer i det indre af 
en kurve K[r), kan i dette omraade udvikles i en rcekke af formen 

n— 00 n= 00 

I I \tl 1 l-f-1 

( 6 > ^=2, A -[^b2^Hr^r'- 

n = 0 n ~0 

For koefficienterne i denne raekke giver ovennaevnte metode let 
udtrykkene 

( 7 ) ( 2 n) 1 A„ = Upid—xTFix))^, (2 «+ 1 ) ! B n = 

Det ses umiddelbart, at raskken (6) ogsaa kan bringes paa formen 


( 8 ) 


IL=V U 11=00 

F{x) =^A a • ( j.-_~J n + T + ^ {Bn — An) - ( - 


x *n+l 

— *P ,; 


saettes endvidere 


A. a — A () , A n — An -f- E n — l , 


faas desuden af (6) 


n—0Q I *^\ n= oo 


det er aabenbart, at raskkeudviklingerne (8) og (9) har nojagtig sairnne 
konvergensomraade som (6). 

Af II i forbindelse med formlen (9) faas umiddelbart den til I sva- 
rende omvendte saetning: 

III. Enhver analytisk funktion F{x), der tilfredsstiller funktional * 
ligningen (4), og som er regulcer i omegnen af punktet x = o, kan 
udvikles i en rcekke af formen (1). 



OM ANALYT1SKE FUNKTIONERS UDVIKLING I RfflKKE. 


33 


Ifolge II kan F(x) udvikles i en rakke af formen (9); sattes i 
denne rakke x: (x — 1) istedetfor x, erholdes 


' n— 0 71=0 

og altsaa haves, for alle », B n = o, naar F(x ) skal tilfredsstille (4). 
Er F{x) den i saetningen II betragtede funktion, og saettes 


CO 


+ W = (^5. F W = (' — *)•’!> W 


hvor a er et vilkaarligt kompleks tal, er i|) (#) vel regular i omegnen 
af punktet x = o, medens A- = i almindeligvis er et forgreningspunkt 
for denne funktion. 

Det er imidlertid aabenbart, at de af (6) og (8) dannede rakke- 
udviklinger 

11--00 n=oo 

V-^ A -Sn ri D x 3n+1 
(12) xj) (A-) = £ ^ / A 5 


n- 0 


[ (! - *)*+» "(I — ^) tt+n+1 

n=0 

w 17 — CO 

^ / ^-2/1 ^ / / ^ ^ x ^ 2n + 1 

( 13 ) (at) = A (f^ja+n+I {Bn— An) _ ^a+n+T 

n==0 ’ "=» 


har sarame konvergensomraade som rakken i (6). 

Da anvendelsen af den sadvanlige transformation paa rakkerne 
(12) og (13) ingen vanskelighed frembyder, skal vi, idet vi iovrig hen- 
viser til den udforligere fremstilling af dette arbejde, indskranke os 
til her at anfore folgende satning som et af resultaterne af ovennavnte 
transformation : 

IV. Enhver analytisk funktion f{x), derer regular i omegnen aj 
punktet x — o, kan udvikles i rakker af formen 


11=00 

(1 4 ) f(x) = £ A n x n F (a + n\ p + «, T + », x) 

11-=- 0 
n - 00 

(15) f{x) = B„x n F( a + p + », Y + «, -r), 

11— ; 0 

hvor n' og n" er de hele tal, der defineres ved betingelseme 
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(■ 6 ) 


±i 

2 2 


n" 


71 2 


Konverge7iso7firaadet for disse rcekker er det indre af den kurve K (r), 
indenfor hvilken funktioiien 

(17) { 1 —xY [by (Y, $/(*)) 

forholder sig regulcert . 

Sammenholdes disse raekker med den i § 1 angivne udvikling ( 6 ), 
der ligeledes er et specielt tilfaelde af den i det almindelige problem 
forekommende raekkeudvikling, synes det at fremgaa, at dette alminde- 
lige problem aabenbart er ret vanskeligt. 



OM INTEGRALEKVATIONERNAS BETYDELSE 
FOR HYDRODYNAMIKEN. 

AV 

C. W. OSEEN. 


D ET som jag i detta foredrag onskar redogora for ar ett par av 
de resultat, till vilka jag kommit under de tva si§ta aren, och som 
jag tror vara av mera allmant intresse. Jag maste forutskicka nagra 
anmarkningar. Hydrodynamiken ar, som bekant torde vara, den del 
av mekaniken, som handlar om, eller atminstone borde handla om 
vatskornas rdrelser. I detta foredrag inskranker jag mig helt och 
hallet till de osamnantryckbara vatskorna. Det viktigaste faktuni, 
som ar bekant om dem, ar foljande. Man maste skilja pa tva slag 
av rorelser. Man har dels langsamma, regelbundna rorelser, detta Hr 
den hydrodynamiska rorelsefasen, dels oregelbundna, turbulenta rorelser, 
den hydrauliska rorelsefasen. De lagar man har for en vatskas rorelse 
aro vunna genom studiet av de llngsamma, regelbundna rorelsema. 
Huruvida dessa lagar aro giltiga ocksa for de turbulenta rorelserna, 
darom aro meningarne annu delade, om an, efter min mening, den 
tidpunkt nu ar kornmen, da man kan slutgiltigt besvara fragan. 
Undrar man, hur meningarne kunna vara delade om en sadan sak, sa 
ar det tillrackligt att kasta en blick pa de hydrodynamiska diff. ekv:na 
for att forsta en av anledningarne : 


bu , bu bu bu 

— I- U i + V v * "r W 


bs 



+ 


bu bv bw _ 
6^ + by + bs ~ °' 


Den icke-lineara formen hos dessa ekvationer har gjort, att det 
som man vetat om deras ldsningar anda till de sista aren varit ytterst 

3 * 
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litet. Jag stallde mig for nagra ar sedan den uppgiften att lyfta pa 
den sloja, som vilade over dem. Den metod jag hade att anvanda 
torde vara klar for varje matematiker, som sysslat med de partiella 
diflf: ekv:s teori. Jag miste forst utelamna de icke-lineara termerna. 
Jag fick sa ett lineart system. Jag bestamde dettas grundlosningar. 
Med hjalp av dem overforde jag de hydrodyn. diff: ekv:na till ett 
system av integralekvationer. En av dessa har jag har uppskrivit. 

= & n» 4 *b) v (4 n> 4 * 0 ) v 'i + w (4 4 * 0 ) «^)r + 

dT^{(X-\-vw — ze/sOs.n.S.t -f- • • *}rfco 
— hw 'bv 

* 

Jag har darvid for enkelhetens skull begransat mig till det fall, da 
vatskan fyller hela rummet. u\ etc. ar grundlosningen. Med hjalp av 
dessa integralekv. kunde jag darpa overga till frigan om losningarne 
till de fullstandiga hydrodynamiska diff*. ekv. Jag erholl darvid ett 
resultat, som jag kan uttrycka sa: Ar i en oandligt utstrackt vatska 
rorelsen vid en tidpunkt regular, sa finns det alltid darefter ett visst 
tidsintervall, under vilket rorelsen likaledes ar regular. Det jag har 
vill understryka ar, att det tidsintervall, for vilket denna sats kan 
bevisas, ar andligt. Det ar detta, som varit utgingspunkten For mina 
foljande undersokningar. 

Om den tidrymd, under vilken rorelsen i en vatska ar regular, ar 
andlig, si miste man naturligtvis stalla sig den frigan: vad intraffar 
i det ogonblick, da den regulara rorelsen upphor? M. a. o. vad ar 
den fysiska betydelsen darav, att rorelsen upphor att vara regular? 
En hypotes ligger har nara. Det finns tvi slag av rorelser, den 
hydrodynamiska och den hydrauliska. Den regulara rorelsen hor 
uppenbarligen till det forsta slaget. Det ligger nara att uppstalla den 
hypotesen, att det som intraffar, da rorelsen upphor att vara regular, 
ar, att rorelsen intrader i den hydrauliska fasen. Ar denna hypotes 
riktig, sa skulle man alltsa ha hunnit si lingt, att man pa rent 
teoretisk vag aterfunnit de bada slagen av rorelse. — Frigan var nu: 
finns det nagot medel att prova hypotesen. Ett sadant medel erbjod 
sig genast. Overgangen frin den hydrodynamiska till den hydrauliska 
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fasen kannetecknas darav, att virvlar upptrada i vatskan. Ar hypo- 
tesen riktig, maste det alltsa vara mojligt att visa, att i det ogonblick, 
da rorelsen upphor att vara regular, en virvel uppstatt. Jag foran- 
leddes harav att undersoka de singulariteter, som kunna uppsta i en 
vatska. Jag skall icke inga pa undersokningens detaljer. Det ar nog 
att namna resultatet. Jag farm, att otn i en oandligt utstrackt vatska 
rorelsen upphor att vara regular, antingen forhallandena oandligt langt 
borta andrats, eller nagon av storheterna u , v> w nagonstades blivit 
oandlig eller slutligen nagon av dessa storheters derivator med avs. 
pa x 9 y, z i nagon punkt blivit oandlig. Ar detta resultat det, som 
man borde vantaf Ja, till halvten. Med den mojligheten, att for- 
hallandena oandligt langt borta andrats, behover man icke befatta sig. 
Ett oandlighetsstalle for u , v eller w betyder, att virvelintensiteten 
blivit oandlig. Vi kunna da med fog saga, att en virvel uppstatt. Sa 
langt ar allt gott och val. Men det aterstar en tredje mojlighet. Om 
den kan jag varken forneka existensen, ej heller ange dess fysikaliska 
betydelse. Jag maste da fraga mig: ar det oundvikligt, att dessa 

oandlighetsstallen for etc. skola betraktas som singulariteter i 
ox 

rorelsen, Man ser nu genast, att om man utgar fran de hydrodyn. 
diflferentialekvationerna, detta i sjalva verkct ar oundvikligt. 1 dem 
inga namligen de andra derivatorna av u, v, re/ 1 ). Intraffar det, att 

nagon av kvantiteterna etc. blir oandlig, sil maste samtidigt atm. 

nagon av dessa andra derivator bli oandlig. Utgfir man fnin diff. 
ekv:na kan rorelsen i ett sadant fall omojligt betecknas som regular. 
Men man ser ocksa, att det forhaller sig helt annorlunda, om man 
utgar fran de hydrodynamiska integralekvationerna. I dem forekomma 
icke alls de partiella derivatorna av andra ordningen. Om dessa 
Annas och aro andliga, det ar fran integralekvrnas synpunkt alldeles 
likgiltigt. 

Den fraga jag harigenom foranleddes att st<illa mig ar foljande: 
aro i hydrodynamiken de partiella diff. ekv. nodvandiga eller kan 
man ga forbi dem och direkt ur de fysiska grundhypoteserna harlcda 
de hydrodyn. integralekv. ? Har vill jag nu understryka, att detta 
problem upptrader icke blott i hydrodynamiken utan i den mat. 
fysikens nastan alia grenar. I nastan alia delar av den mat. fysiken 

! J I ekv. for en sainmantryckbar viitskas rbrelser inga alia derivator av andra ordn. av 
u, v, w m. a. p. x, y, s. 
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ar glngen den, att man forst uppstaller difF. ekv. och sedan ur dem 
harleder integralekv. Si. t. ex. fores man i elektrostatiken till det 
problemet att bestamma en funktion 9 sldan att for varje sluten yta 

S och det darav begransade rummet co galler: 

* 

(1) 


Det traditionella sattet att losa detta problem ar att ur (1) genom 
en gr ans overgclng, varvid man forutsatter existensen av funktionen 
9 : s andra derivator, harleda diflf: ekvationen : 

(2) A9 = — 4*p. 

Ur (2) erhiller man darpi med hjalp av Greens satser: 


( 3 ) + Tn (?)}““• 


Man kan nu i alia dessa fall stalla sig den fragan: Aro differen 
tialekvrna nodvandiga? Kan man icke gi forbi dem och direkt 
harleda integralekvrna? Kan man icke t. ex. komma fran I til 3 utan 
att infora i rakningen de andra derivatomaf 

Tiden medger mig icke att ga in pa sakens detaljer. Jag maste 
noja mig med att uttala resultatet. Svaret pa fragan ar jakande. 
Diff: ekv:na aro i sjalva verket overflodiga. — Jag vill daremot stanna 
ett ogonblick vid den fragan. Vad vinner man genom denna metodr 
Jag vill framhilla tva punkter. Vad iakttagelsen kan ge ar alltid i 
forsta hand -integralrelationer, eftersom man aldrig kan iakttaga en i 
rum och tid isolerad punkt. Det den moderna matematiska behand- 
lingen slutligen ger ar aterigen integralrelationer. Det ar da ett 
framsteg i metodernas renhet att hela tiden operera med integral- 
relationer i st. f. differentialrelationer. Men vidare och huvudsakligen : 
det ar ett vasentligt framsteg i enkelhet att gi forbi diff: ekvrna. For 
att se det behover man blott betrakta det exempel jag nyss uppskrivit. 
Foljer man den traditionella vagen har man efterat den plikten at 
undersoka, huruvida: 



verkligen har derivator av andra ordningen, som uppfylla ekv. 2. Det 
ar bekant, vilken lang rad av subtila undersokningar denna fraga 
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framkallat. Det sista betydande bidraget harror som bekant fran 
lektor Petrini, som val kan sagas ha bragt fragan till avslutning. Det 
resultat, som framgltt av dessa undersokningar, ar, att for de andra 
derivatornas existens det fordras, att funktionen p utom kontinuitet 
har vissa andra, komplicerade egenskaper. Foljer man daremot den 
vag jag foreslar, sa trader i stallet for fragan, om ekv. 2 ar uppfyld, 
den, om ekv. I ar uppfylld. Harfor Sr kontinuitet hos funktionen p 
ett, icke nodvandigt, men val tillrackligt villkor. Fragan om de andra 
derivatornas existens forlorar sitt matematiskt-fysiska intresse. 

Jag gar tillbaka till det hydrodynamiska problemet. Har man ratt 
att utga frin integralekv:na, sa erhaller man latt foljande resultat. 
Om rorelsen upphor att vara regular, sa har nagonstans i vatskan en 
virvel uppstatt. Sammanstaller man nu det man experimentellt vet 
om de tva olika slagen av rorelse och om overgangen fran det ena 
slaget till det andra med dessa resultat av den matematiska analysen, 
sa tror jag, att det ar omojligt att undga den slutsatsen, att skilnaden 
mellan den hydrodynamiska rorelsefasen och den hydrauliska i sjiilva 
verket ar den, att de forstnamnda rorelserna aro rorelser utan singu- 
lariteter, de sistnamnda rorelser med singulariteter. Da. jag uttalar 
detta, tror jag mig vara i overensstammelse med prof. Boussincsq '). 

Godkannes den nyss dragna slutsatsen, sa vill jag darav draga en 
slutsats betraffande hydrodynamikens framtida utveckling. Vilka 
problem ar hydrodynamiken overhuvud i stand att losaf Man kan 
uppdela alia hydrodynamiska problem i tre grupper. Den forsta om- 
fattar alia rorelser horande till den hydrodynamiska fasen. Problemet 
att berakna dem ar enligt min mening principiellt 16st. En och 
annan frUga aterstar, men det ar otvivelaktigt, att dessa fragor kunna 
besvaras. I motsats haremot betralctar jag problemet att berakna de 
hydrauliska rorelserna sasom olosbart. Man maste betiinka vilka 
svarigheter man moter, om man vill numeriskt beriikna en vanlig 
analytisk funktion med blott nagorlunda komplicerade singulariteter. 
Men har har man att gora, icke blott med singulara punkter utan 
dessutom med singulara kurver och ytor. Och dessa singulariteter 
forandras med tiden, uppkomma och forsvinna. Att aven i de grofsta 
dragen berakna en sadan rorelse ur de hydrodyn. diff: ekv:na eller 
de motsvarande integralekvma forefaller mig ogorligt, Aterigen tror 


l ) Jmf. A. Boulanger , Hydraulique generate, Doin ct fils 1909. J l * 111 ^ ocksa dr. 

K&rmans skiina uppsats: Uber die Turbulenzreibung verschiedencr l‘'lUssigkeiten, 

Phys. Zeitschr. 1911 S. 283. 
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jag mig har befinna mig i overensstammelse med prof. Boussinesq. — 
Mellan de bada nanmda slagen av rorelse finns en tredje, rorelser 
m'ed regelbundna singulariteter. Till detta slag hor en hel rad av 
teoretiskt ' och praktiskt viktiga fall. Om dessa rorelser ar annu 
mycket litet bekant. Har ar det omrlde, dar enligt min mening, 
hydrodynamiken har att satta in. Jag upprepar och jag understryker 
det: det ar dessa problem, som kunna losas. Den tanken daremot, 
att man ur de hydrodynamiska differential- eller de motsvarande 
integral-ekvationerna skulle kunna berakna sa komplicerade rorelser, 
som de fiesta av dein, som forekomma i naturen, den vilar enligt min 
mening pa ett misskannande av dessa ekvationers analytiska natur. 



GRAFISK ALGEBRA OG GRAFISK DIFFEREN- 
TIAL- OG INTEGRALREGNING. 

AF 

V. BJERKNES. 

A NGAAENDE dette foredrag henvises til kapitlerne » Graphical 
Algebra* og .Graphical Differentiation and Integration* i .Dyna- 
mic Meteorology and Hydrography by V. Bjerknes and different 
Collaborators, Part II, Kinematics«, Carnegie Institution of Washington, 
Publication Nr. 88. Washington. 1911. 




EN SAiTNING OM DEN LINEASRE HOMOGENE 
DIFFERENTIALLIGNING AF ANDEN ORDEN, 
HVIS KOEFFICIENTER ER ANDEN GRADS 

POLYN OMIER. 

AF 

O. A. SMITH. 

I DET vi til Udgangspunkt tage folgende lineaere, homogene DifFeren- 
tialligning af 2 <lon Orden 

f{t) T*> + 9 (/) 7™ + i|> (/) T = o 

hvor /(/), 9 (/) og a]) (i t ) i et vist faelles Arealkontinuum ere analytiske 
Funktioner af t alene, og 7» =s betragte vi folgende Integral 

f 

y — T-<1> (?) dt 

J u 

og onske saa at finde den DifFerentialligning, som y tilfredsstiller, idet 
vi ville disponere over <1> (?) samt Graenserne a og (3, der ikke inde- 
holde x, paa en saadan Maade, at den sogte Differentialligning bliver 
saa enkel som mulig. 

I den Hensigt gaa vi ud fra Identiteten 

/* - {t—a )(/— p) + (a + p) t— ap 

og faa da strax 

/•[i 

g ^ (a -|- p) g - af iy -|- e* T<1> (?) (? - a) (? - p) dt. 

" (t ■ 

Anvendes delvis Integration gentagne Gange og bortskafles sam- 
tidig 7' (2 ' ved Hjaelp af den givne Differentialligning, faas 
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SK<‘+Oi 

_ $ (/) ^ j (* _ a ) (* - P) ^ f ^ ?' a > & l) M [t- a ) (* “ P) * + 

J „ J \fJ •'a 

p /* P P 

+ lj^J(i)<l> PTWftdt -~J /■ 7«ix» W(/-a)(^-p)*. 


Vi kunne nu sarnie de Integraler, der ‘ indeholde T m under Inte- 
graltegnet til dt og bestemme <!>(/) saaledes , at dette Integral f 'alder bort. 
Vi finde da 


<t> (t) • £$(*—<») (t - P) • - W (*- a) (*— p) - 2 • cD (t) • t + (a + p) <!>(*) = ° 

/w 


hvoraf 




(*— «)(<— p) 


ft»d 

,J/« 


medens bestemmes ved 
dx 2 

% = («+ »£— &■ - js £■«•«$§ r</— o)(<— B* - 

* a 

p 

— <x) (*—£)<#• 

«/ a 

Saerlig Interesse faar her det Tilfaelde, hvor J {t), cp (t) og ty[t) ere 
2 dea Grads Polynomier i t, idet vi da kunne udlede en Saetning, som 
er i h0j Grad karakteristisk for denne Klasse Differentialligninger. Gaa 
vi nemlig ud fra Differentialligningen 

(i) {a,fl + a x t + a 0 ) J' 1 ’ + (V a + b t t + 6 0 ) T m + [c % P + ej + c 0 ) T= o 

hvor a i ={= o og lade vi a og (5 vaere Radder i Ligningen 

(Z^t 2 -f- d{t + o = 0 


giver ovenstaaende Udtryk for umiddelbart den sagte Differential- 
ligning 


(2) (a 2 z* + b 2 x + c 2 ) g + (a x x* + b x x+ c x ) f- + {a 0 x* + b„x + c n )y = o 
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S om ikke alene er af samme Type som (i), men som er damict aj 
denne ved en simp el, karakteristisk Forskydning af Koeffiaenterne til 
2 den Grads Polynotniemc . 

Anvende vi nu den samme Transformation 

T = e‘ x <I> {x)ydx, 

J y 


hvor y og b ere Rodderne i Ligningen 

a 3 x- + b„x + c 3 = o 

og <I> (x) dannet i Overensstemmelse hermed, paa (2), komme vi tilbage 

Si (I). . . 

De to Differentialligninger (1) og (2), som vi ville kalde reciproke 
Differentialligninger, ere paa det nojeste forbundne med hinanden. 
Den ene ferer over i den anden og omvendt, og de mtcgrere hinanden 
gcnsidigt. 

For ovenstaaende Differentialligning (1) finde vi folgende Udtryk 
for O-Funktionen 

<!>' (/) [t — a) A (t — P) /{ e ' u - 1 
hvor , , 

_ — 1) a -|- K + P) + tf2 a " 

A ~ a — \i 

on 

n K-')P-hK + “) + «#. 

- - p — a 

Ifolge det foregaaende vil man altsaa have som Integral i (2) 
y - Cl 1 (t — a) A [t — $f* T t dt -|- **+*> 1 [t — a) A (t - | 3 )' f T, dt 


hvor c t og ere arbitrsere Konstanter og 7 ] og 7 \ danne et Funda- 
mentalsystem aflntegraler for (1), medens R(A)'^> — 1 og R(B) > 1. 

Det skal her bcmaerkes, at ovenstaaende Udtryk for y ingenhmdc be - 
hover at vcere det ahni?idelige Integral, idet det kan heende, at de 2 
Integrators Forhold bliver konstant, hvorved man kun faar et partial - 
Icert Integral. Dette *) indtraeder f. Ex. ved Differentialligningen 

& + ( 2 V + 1) a: (« (» + 2 V) + x-)y -- o 

hvor 


o. A. Smith: Sur quelques relations integrates entre les fonctions sphoriques et 
cylindriqucs. — Giornale di matcmatiche. Vol. XLITI. I9°5* 
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o. a. smith: 




1: 


py,n (*) (! _ *2)v-4 dt+ cA e* Q v - n (?) (I — t 2 y~* dt 


hvor R (v) > — ^ og 


P y - " (i) 


*— 7 

i v -7 (— i)* r (« — s + v) 

s\{n — 2s)l 

8=0 


(2 ty-** 


O':" it) 


j/jr r (« 4- 2 v) ^~ n ~ 2v -./ » + I 
2 n+1 r (» + V + I ) \ 2 


+ V, - + V, 11 + V + I, 


I 

? 


) 


hvor i Q , ' n (t) |f|>i. Begge de 2 Integraler ere Cylinderfunktioner 
af i 8te Art. 

Hvis man i Stedet for ovenstaaende almindelige Integraludtryk for y 


y = 


I 


e l * T<&{t)dt 


a 


betragtede Integralerne 


j^T&Wdt, R{x + a t )>0 
°g 

\e‘*T<£ (t) dt, R(x + a. 2 ) < o 


vilde man ftnde den samme Differentialligning for y. 

Vi have her kun betragtet det Tilfaelde, hvor a =j= [3, men den 
samme Reciprociieisscetning gcelder ogsaa , naar a = (3. 

Den fundne Reciprocitetsssetning kan bl. a. med Held anvendes til 
Integration ved bestemte Integraler af Ligninger af ovenstaaende Type. 
Som Exempel betragte vi Differentialligningen 


{x+ a )^ + (4> + b i x ) % + fa o + f i *)y = °- 


Multiplicere vi denne med x, fores Differentialligningen over til en af 
den Type, vi her have betragtet. 
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Dens reciproke Differentialligning bliver da 
(3) [t 1 4- b\t + c-^ jT ' 21 + {at 2 + b n t + c u ) 'J a) — O 

medens Graenserne a og p i Integralet blive Rodder i Ligmngen 

t 2 + b,t + cj. = o. 

Der bliver nu 2 Tilfaelde at undersoge, efter b\ =j= 4q eller b\ = *c v 
I i 8t<! Tilfaelde bliver 

&oct+5o +act 2 __ x Ml' 1:50+5*2? _ 1 

<1> (() = e at (t — a) '“-P (t — p) P-“ 

og et particulaert Integral bliver altsaa, idet T x —l tilfredsstiller (3), 

/• P «cc2+Z» 0 a+ c 0 __ + ?o.P+ ?o _ x 

y i= U (*+«><(* — a) °-P” (# — P) p ~“ dt 

J a 

og ^(--^’a + ^) >0 

og som Integrationsvej vaelges Forbindelseslinien mellem a og (3. 

Vi skulle nu fremdrage mere specielle Exempler paa Differential- 
ligninger, der kunne udledes heraf som specielle Exempler og som alt 
ere behandlede af andre Forfattere. 

!°. x ^ + 2 m*£+xy = o. 

Denne Differentialligning er bl. a. undersogt af Picard *) og Fouct 2 ). 
Vi faa strax Graenserne bestemt ved 


medens 
og folgelig 


z 2 +1 = 0 
<l> {t) = (t 2 + i)" 1 1 
,-w 

y l -\e tx {t 1 -|- i)"'-’ dt 


hvor R (/«) >o og Integrationsvejen fores fra — i langs de imaginaere 
Tals Axe til -|- i. 


>) Picard: Traite d’ Analyse, t. Ill, Side 380-381. Paris 1S96. 

s ) A. FouSt: Logons elSmentaires sur la thcorie des fonctions analytiques, l. II, Side 
158—159. Paris 1904. 
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2t - *£ + <*— fa >i&-«>’ = 0 - 

Differentialligningen er angivet af Oskar Perron 1 ). 
Graenserne bestemmes ved 


medens 


z 2 — bz = o 

Q — b (g-—l)b—a 

<1 > [t) = t b (t — 6) b 


Et partikulaert Integral bliver altsaa 


y i 


=1 


" --1 __a _ 

e*t b (t — b)° » dt 


hvor R ( j ) >0 °§ R (^- j )>°- 

3 °‘ x< & + ( a ~ 6 * x )y = °- 

Graenserne bestemmes ved 

— b~ = o 


medens 

folgelig 


O [t) = — b*) 

• +b 


T — 1 


JVi 


•! —b 


■b 2 ) 2 1 dt 


hvor i?(a)^>o. Spitzer 2 ) har undersogt Tilfaeldet a—b= I. 


X 


„ dy 


+ *■£ + £*>' = °- 


dx 2 ' “dx 


Graenserne bestemmes ved 


medens 
og folgelig 

hvor R (a) > o. 


•s 3 + g = o 


$ $ = (**+*•) 


T — 1 




>+V— 9 a 

(t 2 +g)~'dt 


= \^[t 

J -y= 


Oskar Perron: tJber eine specielle Klasse von Kettenbrtichen. Rendiconti del 
matematico di Palermo, Tome XXIV, 1910, Side 119. 

2 ) Spitzer: Vorlesungen tlber lineare Differentialgleich ungen. Wien 1878.. $ 88, 


circolo 
S. 120. 
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For a~ i er Ligningen undersogt af Fomier i sin »Theorie ana- 
lytique de la chaleur« Side 378, men han angiver Integralet paa Formen 


y = 



cos X) dk 


Ogsaa Spitser har i sit ovenfor citerede Vaerk behandlet samme 
Tilfaelde, men han angiver Integralet paa den af mig givne Form og 
viser derpaa, at de 2 Integraler kan transformeres over i hinanden. 


Er b\ = 4 c 1% er 

at-\- 

<!>(<) = * 




— 2 


medens Differentialligningen i T bliver 

(t + Qj ' t» 1- (c 0 + v -1- *■) = o. 


Paa samme Maade som i i" u ‘ Tilfaelde kan man nu forskaffe sig et 
partikulaert Integral, en Undersogelse, som vi her skulle udelade. 
Derimod vil det vise sig, at f0lgen.de Integral 


ft 





e‘ x <I> (/) dt 


hvor betegner det andet particulaere Integral af (3), der sammen 
med T x — r danner et Fundamentalsystem, vil vaere en fremmed li- 
ning, der blot markerer den fremmede Lasning x — o, som blev ind- 
fart, da DifFerentialligningen blev multipliceret med x. 

Hvorvidt der eksisterer en tilsvarende Reciprocitetssaetning for 
Differentialligninger af hajere Orden, er et Spargsmaal, der indtil 
videre staar aabent. Meget synes at tyde paa dens Existens og jeg 
skal i et senere Arbejde komme tilbage dertil. 


4 



UNDERS0GELSER OVER LIGNINGERNES 

THEORI. 

AF 

J. L. W. V. JENSEN. 


M ine Undersogelser, af hvilke jeg her skal fremdrage nogle 
enkelte Punkter, straekker sig mere end 25 Aar tilbage. Jeg liar 
hidtil intet publiceret deraf, dels fordi det Materiale, jeg samlede, var 
i en vis om end langsom Voksen, dels fordi min praktiske Virksomhed 
kun levner mig ringe Tid til videnskabclig Publikation. De omtalte 
Unders0gelser er nu i det vaesentlige afsluttede, og det er min Hensigt, 
efterhaanden som min Tid og mit Helbred tillader det, at publicere 
dem paa Dansk i en Raekke af omtrent 5 Afhandlingcr i Det Kgl. 
Danske Videnskabernes Selskabs Skrifter, medens en fransk Over- 
saettelse vil fremkomme i Acta Mathematica efter Aftale med Prof. 
Mittag-Leffler . 

Indholdet af den i Kle Afhandling har jeg allerede forelagt i et 
Mode i Videnskabernes Selskab d. 5. Maj 1911, medens et Punkt af 
den 2‘ len Afhandling er benyttet til et Foredag i Mathcmatisk For- 
ening d. 16. Marts s. A. Det er herhenharende Saetninger, som jeg 
her skal tillade mig at fremsaette og tildels bevise. 


Den vigtigste Gren af Ligningemes Theori — naar man ser hen 
til Anvendelserne paa Naturvidenskaberne eller andre Dele af Mathe- 
matiken — er den, som beskreftiger sig med Adskillelscn og den til- 
naermede Beregning af Rodderne i en forelagt Ligning, eller som man 
ogsaa kan sige, Rodderne eller Nulpunkterne af en algebraisk eller 
transcendent Funktion. 


+• 
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J. L. W. V. JENSEN: 


For de algebraiske Ligningers Vedkommende vilde man vaere 
tilbojelig til at paastaa, at Emnet i det vaesentlige var udtomt 
ved Arbejder af Mestre som Rolle, Descartes , Newton, Lagrange , 
Fourier , Cauchy , Gauss, Sturm , Jacobi , Borchardt , Sylvester , Her - 
og Brioscht. Hertil maa fojes mindre bekendte men vigtige 
Arbejder af & (Histoire de l’Acad^mie Royale des Sciences, 

1741, S. 92 — 95 & S. 95 og Mdmoires S. 72 — 96 & 

S. 435 — 494), hvori bl. A. Descartes’ Regel bevises for f0rste Gang 
og paa en simpel Maade, der senere er genfunden af Laguerre og 
fremsat af ham som ny, Wariiig (Miscellanea analytica, 1762 og 
Meditationes algebraicae, 1770), Campbell, Kommentator til Newtons 
Arithmetica Universalis (Philosophical Transactions, Nr. 404, oversat 
til Latin og f0jet til den 3^® Udgave af Arithmetica, 1732), Olivier , 
der simpelt og smukt beviser en Saetning af Campbell for forste 
Gang (Crelle’s Journal, B. 1), og endelig last but not least Laguerre s 
mangeartede Unders0gelser fra Begyndelsen af 8o’erne. 

For de transcendente Funktioners Vedkommende er Forholdet et 
ganske andet. Her savner man Methoder til Behandling af Funk- 
tioner af mere almindelig Form. Dette er saa meget mere maerkeligt, 
som store Problemer venter paa deres Losning af Mangel paa saa- 
danne Methoder. Jeg behover blot at minde om den endelige Losning 
af Primtalproblemet, hvor det kommer an paa at vise, at en af 
Riemann i Taltheorien indfort Funktion £ (j) har alle sine imaginaere 
Rodder af Formen^- + az, hvor a er reel. Ved mine Undersogelser 
er jeg netop gaaet ud paa Losningen af det Riemann’ske Problem. 
I en Del Aar var disse Bestraebelser resultatlose, indtil jeg indsaa, at 
man maatte skaffe sig saa mange forskellige Methoder som muligt til 
Behandling af Klasser af transcendente Funktioner, dels ved Gene- 
ralisation af bekendte Saetninger om Separation og Antal af Rodder i 
hele rationale Funktioner og Udvidelse heraf til transcendente Funk- 
tioner, dels ved Opstilling af nye Saetninger for de sidstnaevnte. Vi 
skal her se Eksempler paa begge Dele. 

Ved mine Undersogelser er jeg ikke gaaet ud fra den mest 
almindelige Saetning, man kender, angaaende Adskillelsen af Rodderne 
i en hel rational Funktion med reelle Kofficienter, nemlig Sturm’s 
Saetning, der — i alt Fald theor’etisk — tillader en fuldstaendig 
Diskussion. Vel har Borchardt \ ved Hjaelp af Sturm’s Theorem eller 
rettere ved Hjaelp af de Sylvester’ske Udtryk for de Sturm’ske Funk- 
tioner, vist hvorledes man kan opstille en Raekke af symmetriske 
Determinanter, som afhaenger af Potenssummeme af Rodderne, og 
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hvis Fortegn bestemmer Antallet af de imaginaere Rodder. Forsoger 
man at lade Graden af den givne rationale Funktion vokse i det 
uendelige, bliver disse Determinanter alle uendelige eller ubestemte 
og saaledes uden Betydning. Dette er imidlertid ingen virkelig 
Vanskelighed, thi man kan uden synderligt Besvaer omdanne Deter- 
minanterne, saa at de i Stedet for Summer af de positive Potenser af 
Rodderne indeholder negative Potenser og bliver konvergente for hele 
Funktioner af en given endelig Rang. Vanskelighederne ligger paa 
andre Steder. Den komplicerede Form af de Udtryk, man betragter, 
er saa stor, at det allerede er haablost ad denne Vej at ville forsoge 
paa i Praksis at bestemme Karakteren af Rodderne i en given rational 
Funktion. Saa meget mere gaelder dette for de transcendente Funk- 
tioner. Det er derfor andre og mere specielle Methoder, som jeg til 
en Begyndelse har kastet mig over. 

Naar en hel Funktion af x, 

F(x) = a 0 + a t x + a 3 x 3 -1 

har alle sine Koefficienter reelle, og altsaa er, hvad jeg for Kortheds 
Skyld kalder for en »reel« Funktion, har Funktionen som bekendt de 
imaginaere 1 ) Rodder parvis konjugerede. Besidder en saadan Funk- 
tion netop x Par imaginaere Rodder, hvor t kan vaere Nul, hel positiv 
eller uendelig, siger jeg for Kortheds Skyld, at Funktionens »Type« 
er T. Saaledes er f. Eks. (i + xf, e*, e*' 1 af Typen x-o, medens 
(i + .r a ) n er af Typen x — n. 

Der er en bekendt Saetning af Cauchy, som spiller en stor Rolle i 
mine Undersogelser, og som i specialiseret Form kan udtales paa fol- 
gende Maade: Naar den reelle hele Funktion F(x, t ) afhaenger af en reel 
Parameter t, der er bunden til en kontinuert eller diskret Vaerdiraekke, 
for lim t = t 0 og for endelige Vaerdier af \x\ ligeligt konvergerer 
imod den hele Funktion F(x , / 0 ), vil Rodderne i F(x, t) konvergere 
imod Rodderne i F{x, t 0 ). Under den Forudsaetning, at Typen af 
F(x, t) har en endelig hojere Graense, naar t naermer sig / 0 , ser man 
uden Vanskelighed, at Typen af F{x, t 0 ) maa vaere g. Typen af F(x, t), 
thi de imaginaere Rodder kan konvergere imod reelle Graense vaerdier, 
men ikke omvendt. 

Vi skal nu se nogle Anvendelser af Rolle’s Theorem og Udvidelser 
deraf, som er af Vigtighed. 


') Jeg bruger stedse Bctegnelsen »imaginsere Rodder* ora de, der er komplekse, men 
ikke reelle. Den upraecise Betegnelse »komplekse Rodder* ser man ofte anvendt. 
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Lad 

/(*) = « 0 + a i * H 1- a m x m 

vaere cn hel rational Funktion af Grad, reel og af Typen r. Den 
har da m — 2t reelle R0dder, og ifolge Rollers Saetning, vil f (x) have 
et ulige Antal reelle Rodder imellem hver to paa hinanden folgende 
i f[x\ hvorved der paa bekendt Maade maa tages Hensyn til mulige 
flerdobbelte Rodder. f'(x) har altsaa m~ 2x — i + 2k ± reelle Rodder, 
hvor k ± er Nul eller et helt positivt Tal. Betegnes Typen af f r (x) 
ved t /, haves saaledes m — 2i — i + 2k 1 =m — 1 — 2 if eller x — x' = k v 
Anstiller man samme Betragtning for f (x), /" [x\ • • • -f( m - 2 \x), er med 

let forstaaelige Betegnelser x — = t = + £ 2 -| [- k m -v 

Hvis man udtrykte sig saaledes: Rolle's Saetning viser, at f[x) 
normalt har een reel Rod, beliggende i hvert Rodinterval af f[x ), og 
desuden i det Hele 2k ± *andre« reelle Rodder, kunde man udtrykke 
det nys beviste saaledes: Typen af f(x) er lig med det halve Antal 
af »andre« reelle Rodder i /'(#), /"(a:),- • • Det er indlysende, 

a-t Typen af en hel rational Funktion ikke kan vokse ved Differen- 
tiation, hvilket iovrigt er vel bekendt. 

Lad atter F(x) vaere en reel, hel, rational eller transcendent Funk- 
tion, af hvilken vi danner en hel, rational paa folgende Maade. Vi 
lader Symbolet F(D), hvor D betegner Differentiationssymbolet med 
Hensyn til x , , operere paa x*>, hvor p er et helt positivt Tal. Vi faar 
derved med den saedvanlige Betegnelse for Binomialkoefficienter 

F{D)-xp = F( o)xp + F'[o)xp-' + {^F"[o)xp-‘ 1 -\- ■ . . +F^(o)=F p {x), 

som er h0jst af p le Grad. Da 

F' p {x) =J>F P _ 1 (x), 

kan Typen af F p {x) aldrig aftage med voksende p. Lad os betragte 
Funktionen 



som ajensynlig er af najagtig samme Type som F p (x). Man ser nu 
meget let, at Funktionen (i), for \x\ endelig, konvergerer ligeligt imod 
F(x) for p voksende i det uendelige. Beviset er saa simpelt ved 
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Hjaelp af de bekendte Cauchy-Weierstrass’ske Uligheder for Koefficien- 
teme i en Potensraekke, at jeg her kan forbigaa det. 

Hvis vi kan vise, at Typen af F p [x) for alle p, har en endelig 
hojere Graense y, vil derfor Typen af F(x) vaere y. Dette Princip 
finder mange Anvendelser i mine Undersagelser ; nogle vigtige Eks- 
empler herpaa skal vi se i det folgende. 

I Waring' s Meditationes algebraicae Andes Beviset for en Saetning, 
som kan udtrykkes paa folgende Maade. 

Naar f{x) er en hel, rational Funktion, reel og af Typen x, samt 
a er en reel Konstant, vil 

(2) af(x) +f (x) = (a + £) -f{x) 

hojst vaere af Typen x. Man beviser dette ganske simpelt ved at 
anvende Rolle’s Theorem paa e m f{x ), idet 

D{e ax f(x)) = e ax [af{x) +/'(*))• 

Gentagdr vi Operational {a + D) n Gange med forskellige eller 
lige store a , har vi hermed bevist en Saetning af Ponlain, som kan 
udtrykkes saaledes: 

Naar g (x) er en hel rational Funktion, reel og af Typen O, og 
f(x) er af Typen x, vil 

(3) g (£) •/(*) - g (<>)/(*) + jpf (*) + •••'+ W 

hojst vaere af Typen x. Dette er i 0 vrigt vel bekendt. Men lad os 
nu i (2) erstatte f(x) med e bx /(x), hvor b er en reel Konstant. Vi 

finder, at „ 

[a + D)-e b *f{x) = e h * {{a + b)f{x) +f (x)) 

hojst er af Typen x, og folgelig er Poulain’s Theorem udvidet til at 
gaelde, naar f{x) erstattes med e bx f[x). 

Lad nu F(x) vaere en reel hel, transcendent Funktion af o to eller 
i sl ® Rang og af den endelige Type x. Lad 

i Y— 1 

1 ) Som ikke maa forveksles med Betegnelsen S. 54* 
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hvor e e n x er den ydre eksponentielle Faktor 1 ), ct, betegner Rodderne 
i F{x), og n er saa stor, at alle de imaginasre Rodder er medtagne i 
det kanoniske Produkt. Da gselder, som vi lige har vist, Poulain’s 
Theorem for Funktionen F n , og da ifolge Weierstrass Produktet kon- 
vergerer ligeligt imod F{x) for « = oo, for ethvert endeligt \x\, er 
hermed Poulatii s Theorem udvidet til at gaslde, naar f(x) erstattes 
med en Funktion af o tc eller i sle Rang og af Typen z. 

En endnu almindeligere Ssetning er folgende : 

Naar g {a :) er hel rational af n te Grad og af Typen 0, medens F(x) 
er hel transcendent af if* eller 2q + i rte Rang og af Typen r, vil 
g {D) • F (x) hojst vcere af Typen r -f qn. 

Andre Generalisationer af Poulain’s Theorem, som gaar ud paa 
Udvidelse af g (x), maa jeg her forbigaa. Der er dog et specielt Til- 
fselde som fordrer sserlig Omtale. 

Lad os i (3) tage f(x) = xp. Da falger, at g{D)-xP er af Typen o. 
Vi kan heri erstatte g(x) med e a g(ol), hvor c er reel; thi Anvendelse 
af Operatoren e cD paa den hele, rationale Funktion g{D)-xP forer 2 ) 
if0lge Taylor’s Formel til g [D) ■ [x + cf. Og ved at raesonnere som 
ovenfor, har vi folgende Saetning: 

Naar G (x) er en reel hel Funktion af o tc eller i Ble Rang og af 
Typen o, vil G [D) • x? vaere af Typen o. 

Denne Saetning var Laguerre bekendt i et specielt Tilfaelde. Jeg 
skal imidlertid nu vise, at Saetningen gaelder for Funktioner af vil- 
kaarlig endelig Type. 

Lad 

f(x) = a 0 + a t x H f- a m x m 

vaere reel og af Typen z, og lad q vaere et helt positivt Tal ^ m, da er 
= a 0 x* + a t x^~ l -\ -f- a m xi~ m , 

ligeledes nojagtig af Typen t. Differentierer jeg den sidste Funktion 
q—p Gange med Hensyn til idet p er hel positiv og < q, er 
ifolge Rolled Theorem 

n 

Naar F er af i stc Rang, er c n konstant, men naar F er af o*e Rang, er c n = — ^ 

*) foruds0et ter, at man kender de simpleste Regler for eksakt Regning med distri- 
butive Operationer. 
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-D>-p\x*A- ]=- 


I P 


P 

l <? 


a 0 x p -j- af- x p ~ l + a 2 




hojst af Typen x. Nu er 0jensynlig 

lim?P<p,(^ = a 0 x'> +pa l x<-' + p [p — i) -\ =f(D)-x p 

11=00 ' Q ) 


h0jst af Typen t. 

Ved at raesonnere som ovenfor, udvides dette til at gaelde for en 
hel transcendent Funktion F[x) af o tc eller i*« e Rang og af Typen t, 
og kombinerer jeg dette med det tidligere beviste Princip, har jeg 
hermed fundet f0lgende fundamentale Saetning: 

Naar F(x) er en reel hel transcendent Funktion af o te eller 1 st0 Rang 
af den endelige Type r, vil den hele rationale Funktion F[D)-x p hejst 
veere af Typen t, og er omvendt den sidste for ethvert p hejst af 
Typen x, vil F(x) hejst vcere af Typen x. For et vist p og alle 
sterre er Typen af F{D)'XP netop lig med Typen af F(x). 

Denne Saetning, som i Parentes bemaerket, ikke gaelder for hele 
Funktioner af 2 d ™ og h0jere Rang, spiller en stor Rolle i mine 
Unders0gelser. 

Et Eksempel fra mine senere Undersogelser vil vise, hvilken Nytte 
man kan drage deraf. E. Malo ') har ved en forenet Anvendelse af 
Descartes’ og Sturm’s Saetninger bevist den meget smukke Saetning, 
at naar de hele reelle Funktioner 

f(x) — a 0 H- a t x-\ V a m x m 

og g{%) — b o + # 'h ' - 

begge har lutter reelle Redder, og den sidstes Koefficienter alle er 
positive , saa vil 

<*oA> + -|- a-i l > 2 x- H 


ligeledes have alle sine Rodder reelle. 

Lad F(x) og G(x) vaere reelle hele transcendente Funktioner af o 10 
eller i“ l0 Rang og af Typen 0, og lad G (x) have lutter positive Koeffi- 
cienter, da er F(D)-x<‘ og G(D)-x p hele rationale Funktioner, hvorpaa 
jeg kan anvende Malo’s Theorem. Jeg faar altsaa, at 


F w (o) G w (o) 

Y — 0 


2 

| XP~ y 


l ) Journal de Mathematiques speciales, 4 C serie t. IV, XS95. 
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er af Typen o. Saetter vi heri ~ for x o g multiplicerer med » 
faar vi ^ ' 


p 



Lader vi p vokse i det uendelige, konvergerer dette ligeligt imod 


00 


v=0 


FM(o) g M(o) 
|_v_ | v 


X y . 


Hernted er Malo’ s Scetning udvidet til hele transcendente Funk- 
tioner af Rangen o eller i. En direkte Anvendelse af Malo’s Methode 
vilde i dette Tilfelde have vairet umulig. 

En af de vigtigste Anvendelser, man kan gore af Saetningen, hen- 
horer til den sidste Del af mine Undersogelser, og skont jeg ikke her 
uden indgaaende Referat af de mellemliggende Undersogelser kan 
meddele Slutresultaterne i forstaaelig Form, kan jeg gore en Antydning. 
Den sidste i Raekken af mine 5 forhen omtalte Afhandlinger vil 
komme til at beskaeftige sig med en Klasse af hele, transcendente 
Funktioner af i 8tc Rang 

f °° 

W F(x) = W (a) cos GLxdcL, 

J 0 

hvor den reelle Funktion W (a) kan different eres et ubegraenset Antal 
Gange og aftager saaledes med voksende a, at man har 

lim (a) cos cw? = o, v = o, 1, 2, 

tt=OQ 

naar x ligger i en endelig Afstand fra Nulpunktet i den komplekse 
Talplan. Denne Klasse af Funktioner har en sserlig Vigtighed, fordi 
den Riemann’ske 5 -Funktion 


Zi*) — 71 2 r y' + \ ) — 1) ^ ( J )> 5 = i + 

indgaar som specielt Tilfaelde heri. Man har nemlig 


hvor 


5 = pt (a) cos axda , 

J 0 
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cj> (a) — ^ ^8 n 4 * s ’“v* — i 2 jt<* 2 “v 2 j «■ v4,rea “ . 

v=-~l 

Jeg stiller mig nu den Opgave at undersoge i Almindelighed, 
hvilke Betingelser W (a) maa opfylde for, at (4) skal vaere af Typen o. 
Anvendes vor fundamentale Saetning paa (4), ser vi straks, at F{x) 
da og kun da er af Typen o, mar den liele rationale Funktion af 

p* Grad, 

R 

. 00 ^ 1 . 

F{D)-x " - V F (a) ^ (f v ) (— O'*" "aFda 

J<> v= _(, ~ ' 

f 00 

— i hv (a) (C* + a if + (X— a/f) da 

J 0 

ligeledes er af Typen o for ethvcrt p. Det lykkes mig at opstille 
nodvendige Betingelser herfor; disse leder ved Anvendelse af Resul- 
tater af andre af mine Undersogelser til tilstraekkelige, men ikkc 
nodvendige Betingelser, og disse omfatter hcldigvis fc-Funktionen. 
Selve Verifikationen af Betingelserne fordrcr imidlertid paa Grund af 
den komplicerede Form for <t> (a) et meget betydeligt Regncarbejde. 
Ved ovenstaaende har jeg reduceret det Riemann’skc Problem fra at 
vaere et transcendent til at vaere et algebraisk. 

Inden jeg gaar Videre til Beviset for en Saetning, som vil blive 
publiceret i min Afhandling Nr. 2, maa jeg meddele nogle yderligerc 
Resultater af min forste Afhandling. Jeg indskraenker mig ikke til at 
bestemme Typen af de Klasser af Funktioner, jeg behandler, men jeg 
finder ogsaa Graenser for de imaginaere Rodder. Gauss har bevist 
folgende Saetning: Naar f(x) er en hel rational Funktion med kom- 
plekse Koefficienter, og vi i den komplekse .r-Plan afsaetter alle 
Rodder i fix), vil Rodderne i f {x) ikke falde udenfor den mindste 
konvekse Polygon, som omslutter de forstnaevnte Rodder 1 ). Beviset 
fores meget let ved Hjaelp af den logarithmiske Deriverede og ved at 
bemaerke, at ingen Rod i f (x) kan ligge paa den ene Side af en ret 
Linie, naar Rodderne i f(x) alle ligger paa den anden Side af Linien 
eller paa denne. 


') Denne Ssetning synes lidet bekendt. Den or opdaget paa ny et ikke ringc Antal 
Gange af forskelligc Mathcmatikere. 
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For en hel, r^/Funktion F(x) af o te eller i 8te Rang kan man finde 
en mere praecis Saetning. Vi danner en Figur, som bestaar af den 
reelle Akse og af de Cirkler, hvis Diametre ender i hvert sit Par af 
de konjugerede imaginaere Rodder. Jeg beviser da, at intet Rodpunkt 
af F'(x) kan falde udenfor Figuren, og det samme gaelder aF(x)+F'[x), 
hvor a er reel. Samme Scetnmg g aider for g(D)-F(x\ hvor g[x) er 
reel hel, rational, afn^ Grad og af Typen o ; kun skal Cirklerne erstattes 
med Ellipser , hvis smaa Akser ender t hvert sit Par af de konjugerede 
Redder af F(x\ me dens de store Akser er y* Gauge saa store . 

Er Rodderne i F(x) aile begraensede til Strimlen — rj < (*)<, 

vil Roddeme i g[D)'F{x) have samme Begraensning, o.s.v. 

Jeg maa endnu naevne en Saetning, som omfatter en stor Del af 
de hidtil i Litteraturen behandlede transcendente Ligninger som 
specielle Tilfaelde. 

Er 

F(x) = a 0 + a t x + a 2 x 2 + • • • • 

reel af o te eller i rte Rang og af Typen t, E(x) reel af o to eller i 8tc Rang , 
af Typen o og med h positive Redder, samt K[x) reel af o to Rang, af 
Typen o og med alle Redder negative, vil 


a ° H{0 ) +ai W) x+Si xi 


+ a s in~ 


m 


K{o)K{i)K(i) 


x-' 


hejst vcere af Typen z + h. 

Laguerre paastaar at have bevist en Saetning 1 ), der fremgaar som 
et meget specielt Tilfaelde heraf, nemlig det hvor F [pc] er rational 
(og altsaa af endelig Grad), z — o, h — o, medens dog K{x) kan vaere 
af i“ to Rang. Den sidste Betingelse er imidlertid urigtig. Da Laguerre 
ikke har gennemfart sit Bevis, kan man ikke se, hvor Fejlen ligger. 


Den Saetning, jeg nu skal bevise, er af en ganske anden Karakter 
end de hidtil omtaJte. 

Lad F{z) vaere en helFunktion af den komplekse variable z = x iy. 
Den antages at vaere reel og af o‘ e eller Rang og af Typen o. Man 
har altsaa det endelige eller ogsaa absolut konvergente Produkt 


l ) Acta Mathematica, B. IV, 1884 og Journal de MatWmatiques pures et appliquees 

3. Rsekke, B. IX, 13S3 » Oeuvres, I, S. 202 og 35. 



UNDERS0GELSER OVER LIGNINGERNES THEORI. 


61 


F (*) = £**+**& 


IK-3* 


let) 


hvor Konstanterne c 0 og c x samt R0dderne a alle er reelle. Danner 
jeg nu Kvadratet paa den absolute Vserdi af bar jeg ojensynligt 

n ix ”*■“ Ctl*® “1“ 2 * 

~s S--* “ 

=( j ") , ( , +srn( ,+ t^')- 


Udvikles dette efter Potenser af j/ 2 , faar vi saaledes 
\Fz\* = A 0 + Ay 2 + 4 S- + 

hvor Koefficienterne er positive Funktioner af x for enhver reel Vasrdi 
af x, som er forskellig fra en Rod a. Ved Taylors Riekke og ifolge 
Leibniz’ Formel for Differentiation af et Produkt, ser man, at 


| 2v Ay = ( — i ) v jDp'Zu (F (x + p) b ( x p)) 



(F w x ) a — 2 



iT(v-l)( a; ) J Ftv+i)(^) + 


f-( — i) v -2F(x)F Ci '' ) (x). 


Det er altsaa en nedvendig Betingelse for, at F(c) skal va;re af 
Typen o, at alle disse Funktioner for v = I, 2, 3, • • • • skal vaere posi- 
tive eller Nul 1 ), naar ^ er reel. Omvendt er det indlysende, at disse 
Betingelser tillige maa vaere tilstrakkelige, thi hvis de alle er opfyldt, 
er |/^| 2 for x konstant ingensinde aftagende med voksende j)' 2 , og for 
y = o, er \Fz\ s = (Fx) s . Naar Fx =)= o, maa |/k| 2 >o; og for F(x) - o, 
kan heller ikke |ifs| 3 = o for noget y =|= o. Var det Tilfseldet maatte 
|.fa|* konstant vaere Nul, men dette er umuligt, naar F[s) ikke netop 
reducerer sig til Nul. 

Disse nedvendige og tilstraekkeligc Betingelser, som er fundet paa 
en saa overordentlig simpel Maade, er imidlertid ofte ' vanskelige at 
anvende i Praksis paa en forelagt Funktion. 


l ) Tilfseldet v — 1 giver os den nodvendige Betingelse (F' ar) a — F{x) F" (x) > o, som 

er fundet af Lagucrrc. Naar man vil veere absolut korrekt, maa man dog til 

Ulighedstegnet faje et Lighedstegn. Naar Lighedsiegnet ikke kan indtrasde, og F(x) 
har alle Rodder reelle, er der ingen lige Rodder. Jeg kan ikke her gau i yder- 
ligere Detailler. 
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> 0 , 


Hvis vi differentierer |i%|* med Hensyn til y, finder vi 

^ I F * I 2 = *Ay + 44^® + • • • • 

Heraf udledes folgende. 

Naar F(z) er af o te eller i sle Rang, reel og af Typen o, maa 

(5) |j \Fe\* = 2 tft^F(s)F'(})^ =l<\Fz + iF'z\*-\Fz—iF'z\*) 

for y > o ; (for y <Co skal Ulighedstegnet blot vendes om paa Grund 
af Symmetrien med Hensyn til den reelle Akse). Denne nodvendige 
Betingelse er imidlertid ogsaa tilstraekkelig, selv om erstattes med 
Af Uligheden folger nemlig, at | Fz | 2 , hvori x betragtes som konstant , 
•maa vokse med y positiv eller vsere konstant, og da denne Funktion 
er lig med {Fx) 2 ^ o for y = o, kan \Fz\* kun blive Nul for et y > o, 
naar \Fz \ 2 er konstant og lig o. 

Altsaa er folgende Saetning bevist: 

Den nedvendige og tilstrcekkelige Betingelse for, at F(z) er af 
Typen o, er at Uligheden (5) er opfyldt i den Halvplan, som ligger 
over den reelle AJzse ; ja det er endog en tilstrcekkelig Betingelse , 
naar > erstattes med ^ 1 ). 

Med andre Ord: naar man i den everste Halvplan kan finde en 

Vcerdi af z, for hvilken ^ \Fz \ 2 er negativ , maa F(z) have imagmcere 

Redder ; kan man ikke det, er alle Redder reelle. 

Af Raekkeudviklingen for \Fz\ 2 har vi hidtil kun benyttet den 

Egenskab, at den for positive y ikke har en negativ Sum. Vil man 
g0re den n0dvendige Betingelse saa snaever som muligt, kan man op- 
naa dette ved at betragte eet eller flere Led af Raskkeudviklingen. 
Man finder saaledes som nodvendig Betingelse: 

J ^ I p * r ^ 4 {{F'x? — F(x) F" (X)) ^ 0 
1 hele Planen, o. s. v., o. s. v. 


*) Det er naturligvis kun tilsyneladende, at den tilstrsekkelige Betingelse i sin Form 
er mere omfattende end den nodvendige. For Anvendelserne er dette en Fordel. 
I det folgende gor jeg Forskellen mellem den nodvendige og tilstrsekkelige Betin- 
gelse endnu stenrre. 



TRYKFEJL 


Side < >2 ; Kormlen nederst skal heckle: 

j, * I & i 3 2 ((/'''•»•'* - /-' .v) F" f.r,) > o 

Side 63; sidste I-inie i Kormel (6) skal hcdde: 

• 2 / 1 ., " 2 ((F'.v*- - A’(.r, /?" f.ii) - o 



UNDERS0GELSER OVER LIGNINGERNES THEORI. 63 • 

Ved at stille mine Betragtninger lidt mere almindeligt kan jeg for- 
0vrigt bevise folgende mere omfattende Saetning: 

Hvis 

^-\Fz\* eller I Fz + iF'z | a — | Fs — iF'z | 2 

oy 1 1 

er positiv over alt i den overste Halvplan, med Undtagelse af en vis 
endelig Del deraf, saa har den reelle Funktion F[z), af o te eller i 8te Rang, 
sin Type endelig . 

Man kan give disse Saetninger mange andre Former, som jeg ikke 
her kan komme ind paa, og hvorom jeg maa henvise til mine udf0r- 
lige Undersogelser. Kun folgende skal omtales. 

Betragter jeg Raekkeudviklingen 

£i^i a = 2A+4-3^y j +---. 


ser jeg straks, at 


( 6 ) 


\Fz\> — 2 \F'z\ i — 231 [F (z) F" ( 5 )) 
y = 2 | F'z |' 2 - i| Fs + F"zf + 4 | Fu - F"*\* 
^ zA = 4 (C F'xf - F(x) F" [x)) ^ 0 


er en nedvendig Betingelse for , at alle Rodder 
overalt 


(?) 




F*! 2 > o 


skal veere reelle. 


Er 


maa omvendt F(z) vcere af Typen 0. 

| Fz'\ er nemlig da en konveks Funktion af y, som paa Grund af 
Symmetrien med Hensyn til den reelle Akse kun kan have et Mini- 
mum for y = o. 

Ligesom ovenfor har man ogsaa her den udvidede Saetning : 

Naar Uligheden (7) er opfyldt udenfor en vis endelig Del af 
g-Planen, er F[z) af endelig Type. 

Det er ganske interessant at anvende disse Saetninger paa de hidtil 
i Litteraturen behandlede transcendente Ligninger. Eksempler kan 
tages hos Fourier, Poisson, Cauchy, Hurwitz m. fl. og vil give et 
Begreb om, hvor let disse nye Kriterier kan anvendes paa simplere 
Tilfaelde. For lige at naevne et Eksempel (efter Cauchy ) betragter vi 
den bekendte Ligning sin z — z cos z — o. Saettes venstre Side heraf 
lig F[z), har man 
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| F'z | 2 - 31 (f(z) F"(z)) = |ssin.s| 2 _ 31 (sin# - #coss) (sin 7+ zcosz) 

= | # sin # | 2 — | sin £ | 2 + |# C os *| 2 
= (^ch^-sin^+^ch 2 ^— sh»+(^ 2 4-y) sh 2 j)\ 

hvor alle Parenteser er ^ o. Altsaa er alle R0dder reelle. 

For Funktioner af h 0 jere Rang end den i 8l ° gaelder tilsvarende, 
men noget mere komplicerede Kriterier. 

Lad F[z) vaere reel og af ip* eller ip + R an g, da er, idet vi 
for Simpelheds Skyld antager, at der ingen Redder Nul Andes, 

■+5iier' i 

hvor (a) 

&(#) = C Q - j- .... -f- Cz p+ i 5 ap+1 

har alle Koefficienterne reelle, og det endelige eller absolut konver- 
gente Produkt udstraekkes til alle Redder a. 

Hvis F(z) er af Rangen ip , skal c 2p+1 = 1 V 7 c - e 

. 2/+i^a 2 P+ 1 ‘ cerne 

bestemmes som bekendt let ved Differentiation af log F ft 

Den nedvendige Betingelse for, at alle Redder er reelle, er at man 
z Halvplanen y>o stedse har 

\z lp Fz + iF'z\* - \z*Fz-iF'zf > |^| 2 (|* 2 p + ig'z\* -\ z*p - tg'zf), 

og den tilstreekkelige Betingelse er af samme Form, idet man dog kan 
erstatte > med Sp. 

Beviset for denne Saetning, som for p = o reduceffer sig til en 
ovenfor angivet, kan jeg ikke her komme ind paa. 


Til Slutnmg maa jeg have Lov til at gore Brug af en maaske lidt 
hasarderet men anskuelig Betragtning. Lad F(z) vare en analytisk 
Funktion af z - x + iy, regular indenfor et vist Omraade af *-Planen. 

if t f?i Cer mig dCnne vandret °S oprejser i hvert af dens Punkter en 
lodret Koordmat l = \Fz\*. Herved fiemkommer der en Flade med 
de retvinklede Koordinater x,y, $, om hvilken jeg har bevist f 0 lgendei) 


l ) 


Nyt Tidsskrift f. Matematik, Bd. XXI, 
tisk Funktion (Resumd af et Foredrag i 


1910. Om den absolute Vserdi af en analy- 
Matematisk Forening d. 19. Marts 1908). 



UNDERKOGELSER OVER LIGNING ERNES THEORI. 6$ 

Betegnes ved <p Toplansvinklen imellem (_v, y) Planen og Tangentplanen 
i Punktet (. x , y, <£), er 

Tangentplanen er kun vandret i de af Fladens Punkter, hvis Projek- 
tioner falder i Nulpunkterne af F(s) eller af F' [z). I de forste falder 
Tangentplanen sammen med 5-Planen, i de af de sidste, som ikke 
tillige er Nulpunkter i F[s), er Tangentplanen en Vendetangentplan. 

Man kunde kalde en saadan Flade et »analytisk Landskab«. Taenkte 
man sig, at det regnede i dette Landskab, vilde Regnen samle sig i 
de laveste Punkter og danne smaa Soer omkring Nulpunkterne af F[z). 
For en reel Funktion af o te eller i 8tc Rang og af Typen o vilde det 
»analytiske Landskab « have en Dalsaenkning med smaa Soer langs 
den reelle Akse. 


5 



NYE UNDERS0GELSER OVER GEOMETRIENS 

GRUNDLAG. 

AF 

J. HJELMSLEV. 


V ED Kongressen i Stockholm for 2 Aar siden havde jeg Lejlighed 
til at fremsaette nogle af de vigtigste Resultater af de nyere 
Undersogelser over Geometriens Principper. Jeg skal nu i Dag have 
den -/Ere at supplere denne Meddelelse med nogle Resultater, som jeg 
er naaet til i Mellemtiden. 

Som bekendt kan man gennemfore den systematiske Begrundelse 
af Projektivgeometrien uden Anvendelse af Parallelaksiomet og uden 
Anvendelse af Kontinuitetsprincippet. Med Hensyn til Parallelaksiomet 
stiller Sagen sig saaledes, at man ubetinget kan undvaere det: der 
traeder intet nyt Postulat i Stedet. Med Hensyn til Kontinuitets- 
princippet er Forholdet imidlertid anderledes: Man maa i Stedet for 
Kontinuitetspostulatet indf0re Kongruensforudsaetninger. At dette 
alligevel betyder en vaesentlig Reduktion, fremgaar deraf, at det nye 
Postulatsystem omfatter Anvendelser, Geometrier, der ikke tilfredsstiller 
Kontinuitetspostulatet, de saakaldte Ikke-Arkimediske Geometrier, 
saaledes at det nye System faar en vaesentlig storre Raekkevidde. 
Ved denne Fremstilling af Projektivgeometrien har man altsaa 2 Grupper 
af Postulater : de rent projektive Forudsaetninger for det 3-dimensionale 
Rum, og Kongruensforudsaetninger. 

Med Hensyn til de sidste har F. Schur i 1902 indskraenket dem 
til Anvendelse i en enkelt Plan, hvorimod de projektive Postulater 
stadig omfattede hele Rummet. Det System, man derved var naaet 
til, kan betegnes som det Pasch-Schur' ske System, idet nemlig Pasch 
har iEren af at have givet Midlerne til at undgaa Parallelaksiomet, 

5 * 
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medens Schur har vist, at man kan undgaa Kontinuitetspostulatet ved 
Indf0relse af Kongruensforudsaetninger. 

I 1907 lykkedes det mig at vise, at man kan undvaere enhver 
Forudsaetning om, at Rummet er tredimensionalt, saa at man herefter 
ved Siden af den Pasch- Schur' ske Begrundelse af Projektivgeometrien 
ogsaa har en Begrundelse i Planen alene. 

Nu mener Schur imidlertid at have lagt Maerke til en vaesentlig 
Forskel i de 2 Systemer med Hensyn til Kongruensforudsaetningerne, 
og han fremhaever denne Forskel temmelig staerkt i sin nye Bog: 
Grundlagen der Geometrie, hvor begge Systemer er udforligjt be- 
handlede. Schur har nemlig der formuleret sine Kongruensforud- 
saetninger saialedes, at 6 t af dem,’ Postulatet om Liniestykkets Om- 
vending (AB = BA) ikke spiller nogen- Rolle ved Beviset for 
Projektivgeometriens Fundamentalsaetning, medens dette Postulat paa 
den anden Side synes at vaere en nodvendig Forudsaetning i det plane 
System. 

Sammenhaengen hermed er nu i Virkeligheden folgende: Det er 
rigtigt, at det omtalte Postulat om Liniestykkets Omvending finder 
direkte Anvendelse i den plane Fremstilling, men ikke i den rumlige. 
Men Brugen af Postulatet er speciel, idet det kun benyttes i saadanne 
specielle Tilfaelde, hvor Liniestykkets Endepunkter paa Forhaand vides 
at vaere afledede af hinanden ved en Raekke Spejlinger. Med andre 
Ord: Postulatet beh0ver kun at tages i en staerkt begraenset Form: 
Naar de to Sider i en Trekant hver for sig kan vendes om, gcelder 
det samme om den tredje Side . 

Men i denne specielle Form viser Postulatet sig ikke laengere uaf- 
haengigt af det Pasch-Sckur’ske System, idet det kan bevises ved 
Hjaelp af de 0vrige Forudsaetninger. 

Jeg skal nu imidlertid meddele en meget vaesentlig yderligere 
Reduktion af det plane System (og dermed af det almindelige Grund- 
lag). Systemet, som det hidtil forelaa, omfattede dels projektive 
Postulater (den rette Linies Bestemmelse ved 2 Punkter, Ordning af 
Punkter paa en ret Linie, Planens Deling i adskilte Dele ved rette 
Linier) og dels Kongruensforudsaetninger. De Reduktioner, som jeg 
har opnaaet, er nu folgende: 

1) Postulaterne om Ordningen af Punkter paa en ret Linie og om 
Planens Deling ved rette Linier kan udelades. 

2) Fordringen om, at et vilkaarligt Punkt (Linie) ved Flytning kan 
fores over i ethvert andet Punkt (Linie) kan ogsaa stryges. 
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3) Omvendingspostulaterne (for Liniestykke og Vinkel) kan redu- 
ceres betydeligt. 

Det System, man beholder tilbage, ser saaledes ud. 
d 2 forskellige Punkter bestemmer 6 n og kun 6 n ret Lime. 

2 Der gives foruden Identiteten 6 n og kun en Flytnmg som lader 
en ret Linies Punkter, hvert for sig, blive liggende. Denne Hytning 
kaldes en Spejling med. Hensyn til Linien. 2 forskellige Limer, som 
har et Punkt faelles, kan ikke svare til samme Spejling 

3) Foruden Identiteten gives der 6 n og kun n Hytning afen 
ret Linie i Linien selv, der lader et vilkaarligt af Lmiens Iunk 

§§ 4 ) Naar der eksisterer en Flytning af en ret Lime AB 1 Linien 
selv, saaledes at A feres over i B , da eksisterer der en Hytning, 

com ombvtter Punkterne A og B. 

0 Naar 2 kongruente Punktraekker beliggende paa forskellige 
Linier har et Punkt faelles, som svarer til sig selv, da eksisterer er 
en Spelling, som forer Raekkerne over i hinanden. 

Paa Grundlag af disse Postulater alene lykkes det nu a ev 
Fundamentalsaetningen i den projektive Geometri 

Beviserne eller Hjaelpemidlerne kan jeg ikke her komme ind P • 
Teg skal kun endnu give et Par orienterende Oplysmnger med Hen yn 
til det Fremskridt, som de nmvnte Reduktioner betegner. Det kan 
kort karakteriseres ved 2 vaesentlige Resultater: . .. 

For det farste har man frigjort sig ikke blot fra det almmdehge 
Kontinuitetsprincip, men tillige fra enhver Fordring cm trrat *°™ l J 
Operators Mulighed. I den gamle Kongruenstere laa implicit 
Fordringen om visse Kvadratrodders Eksistens. I den nye, saaledes 
som jeg forelaegger den i Dag, er vi ude over denne Fordring. Hvad 
jeg mener hermed vil traede tydeligere frem , naar jeg nsevner 
simpelt Eksempel : Den Geometri, som vi faar ved 1 den Cartesiske 
Plan at tage alle Punkter med rationale Koordinater, medens all 
andre Punkter udelades, tilfredsstiller det nye System af Iostulater, 
men ikke det ieldre, idet enhver Linie ikke kan flyttes over 1 enhve 

anden^Lime^et Fremskridt y . har naaetj er det , at Postulaterne om 

Ordningen af den rette Linies Punkter og om J lanenS J ?®‘" g J 
grafiske Postulater) ogsaa viser sig at vmre overfladige. Tdbage sta 
af de rent projektive Fordringer kun den om den rette Limes Be- 
stemmelse ved 2 Punkter. Kan vi ogsaa frigore os fra den? 
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Nej! Det ligger i selve Projektivgeometriens Natur, at den naevnte 
Grundsaetning maa blive staaende. Og om nogen logisk Afhaengighed 
mellem den naevnte Forudsaetning og de 0vrige 4 Postulater kan der 
ikke vaere Tale; til Bevis herfor beh0ver man kun at betragte den 
radial-projektive Geometri, som er behandlet udf 0 rligt i Study’s: 
Geometrie der Dynamen. I denne Geometri viser det sig nemlig, at 
den naeynte Forudsaetning om Liniens Bestemmelse ved 2 Punkter 
ikke gaelder, medens de 0 vrige 4 Postulater alle er tilfredsstillede. 

Derimod kan man formulere et nyt Problem : det metriske Problem . 
som bestaar i at undersoge alle de Geometrier, hvori de metriske 
Postulater gaelder, men hvor Postulatet om den rette Linies entydige 
Bestemmelse ikke n 0 dvendigvis gaelder. Med Formuleringen af dette 
Problem traeder Undersogelseme over Geometriens Grundlag ind i et 
helt nyt Spor, idet vi her staar over for et Unders0gelsesomraade 
med vidtgaaende Anvendelser. 



ET PROBLEM I ANALYSIS SITUS. 

AF 

POUL HEEGAARD. 



forel0big Meddelelse, der senere vil fremkomme i udvidet Form. 
De nsevnte Undersogelser vedrorer Knudeproblemet og dettes 


Sammenhjeng med gruppeteoretiske Sporgsmaal. 



OM ANDLIGT MANGTYDIGA INTEGRALER 
TILL ALGEBRAISKA DIFFERENTIAL- 
EKVATIONER AF FORSTA ORDNINGEN. 

AV 

J. MALMQUIST. ' 


TXEN enklaste klassen af analytiska funktioner utgbres af de entydiga 
L) funktionerna och de darmed nara sammanhangande andligt mang- 
tydiga funktionerna. De viktigaste hittills kanda funktionerna af denna 
klass satisfiera enkla algebraiska differentialekvationer. Det ar darfor 
naturligt att stalla sig problemet att undersoka egenskaperna hos de 
andligt mangtydiga funktioner, som man ofver hufvudkantraffap. 
genotn integration af algebraiska differentialekvationer. Man har hittill. 

studerat problemet i foljande form. . 

M studera integralerna till en algebraisk differentialekvation, da 

man antager att hvarje integral ar hogst m-vardig. 

Detta problem har sarskildt behandlats af Painlevc under den forut- 
sattningen att differentialekvationen ar af forsta ordningen ). # e 

metoder, som han framstallt for problemets losning, och hvilka ga ut 
pi ett studium af den allmanna integralen som funktion af begynnelse- 
vardena, hafva emellertid endast tillampats pa speciella fall, och det 
forefaller som de ej skulle leda till problemets allmanna losmng. hn 
sadan losning erhalles daremot genom en annan metod, som har t 
korthet skall framstallas. Den hvilar p?i vissa satser af Boutroux 

" >) S 7pm Legons de Stockholm, sid. 33*47, samt Note seer Us 

du premier ordrt dont V integrate ginirale eta ?«'«« noeeUre fine dei L 

i Zdrcwc’ s bok: Legons sur Us functions defines par Us 

premier mitre (Collection de monographics sur la theone des fonctions pu 

la direction de M. Emile Borcl). 
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rorande integralernas tillvaxt, siledes pi ett fordjupadt studium af 
integralerna som funktioner af den oberoende variabeln x Genom 
denna metod erhiller man dessutom losningen af ett allmannare pro- 
blem, namligen : 

Att studera ** partikuliir integral till en algebraisk differential- 
ekvatton af forsta ordningen, under forutsdttning att denna integral 
ar andligt m&ngtydig. 

For att undvika komplikationer af mera formell natur inskranka vi 
OSS till att studera en differentialekvation af foljande form 

(I) -£= «<,y p + + .... +a„, 

dar a 0 , a v a p aro rationella funktioner af ar. 

Vi ennra forst om en grundlaggande sats af Pamlevd, namligen ') 
om man undantager vissa stallen 5 till andligt antal, har en godtycklig 
integral till differentialekvationen (i) endast algebraiska singulariteter. 
Naturen af dessa singulariteter angifves narmare pi foljande satt: om 
x ar skild frin stallena \ och singular punkt for en viss gren y af en 

integral till ekvationen (i), kan y i narheten af ^ framstallas genom en 
potensserie af formen 


y = {x — x ) p-i 5 |J [{x — x >->) • 

Vi uttala sedan Boutroux’ s satser. Vi antaga att oo ar ett stalle 5, 
oc vi angifva naturen af integralernas tillvaxt i narheten af detta stalle. 

koefficienterna i differentialekvationen (x) kan man bilda tvenne tal 
t, t', af hvilka r< i, och ett tal h si att foljande satser galla*): 

i) Om h ar ett godtyckligt gifvet positift tal och om \x\ ar storre 
an ett visst tal, som beror af h och'af koefficienterna i differential- 

ekvationen, konvergerar den nyss namnda serien for 

\X— X\<h\x'?. 


2) Om h>h och | x 0 1 ar storre an ett visst tal, som beror af h 
och af koeffiaenterna i ekvationen (i), och om den integral som for 

W '' gerar ,Br I* - ^1 < A KI’. « nSd. 

DesM. satser te sig mera iskidligt, om man, sasom Boutroux gjort 
ager i betraktande en Riemann'sk yta horande till en gifven integral’ 
Knn g hvarje singulart stalle tanker man sig pi en sidan yta en 


Se Ltgons de Stockholm , sid. 23. 

*) Se Boutroux' s i noten a fdreglende sida citerade bok, sid. 47-53, 
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cirkel med en radie af storleken h \x\, hvarvid h > h. Af satsen i) 
foljer att de cirklar, som svara mot tillrackligt stora \x\, ej hafva 
nagon punkt gemensam. Af satsen 2) foljer att olikheten |jy| \ x^' 
galler utanfor dessa cirklar, om |a-| ar tillrackligt stor. 


Vi anvanda forst Boutroux's andra sats for att studera en entydig 
integral till en difFerentialekvation (1), for hvilken p > 2. En sidan 
integral f[x) kan ej ha andra singulara stallen an stallena !;, ty om x 
vore ett fran dessa stallen skildt singulart stalle, skulle f{x) ej vara en- 
tydig i narheten af x. Eftersom r < 1, foljer haraf, att den potensserie 
af x — x„ som tillhor f{x) ar konvergent for | x — x 0 \ < h \ x 0 | T , om 
| Xfj | ar tillrackligt stor. Alltsa kan Boutroux's andra sats tillampas, 
och man finner att olikheten 

l/WI 1 \*\ v 

galler for alia x utanfor en viss cirkel. Stallet 00 ar saledes hogst 
en pol for f(x). Detsamma galler om hvarje stalle 5. Alltsa maste 
f(x) vara en rationell funktion, och vi erlialla saledes foljande sats: 

Om diffcrentialekvationen (1) ej ar en Riccatisk differ entialekvation, 
maste hvarje entydig integral vara en rationell funktion. 

Vi antaga nu att det finns en mangtydig integral f[x\ som ar and- 
ligt mangtydig; man kan da bevisa foljande sats: 

Om differentialekvationen (i ) ej kan transfornieras till en Riccatisk 
ekvation 

( 2 ) d J=as*+l>s + c 


genom en transformation af forme 7 i 


(3) 


y n + o, l y n ' 1 + • - -l-a„ 

~ y n $„y n ” +"■ • • • +$„' 


hvarvid koefficientema a , b, c, ct,., | 3 V tiro rationella funktioner af x, 
maste f[x) vara en algebraisk funktion. 

Denna sats blir bevisad, om vi, utan att gora nagon forutsattning 
om formen af differentialekvationen (1), utga fran antagandet att fix') 
ar transcendent och daraf harleda, att ekvationen (t) maste kunnatrans- 
formeras till en ekvation (2) genom en transformation (3), hvarvid 
koefficientema aro rationella funktioner af x. 

T anker man sig att gradtalet p ar storre an 2, maste f(x), utom 
stallena hafva oandligt manga singulara stallen, som alia aro alge- 
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braiska fdrgreningspunkter; ty om f(x) endast hade ett andligt antal 
smgulara stallen, skulle man, pa samma satt som i det fall da fix) 
var entydig kunna visa, att/(*) endast hade algebraiska singulariteter, 
varaf skulle folja att f(x) vore en algebraisk funktion. Det ar for 
bevisets skull af vikt att af minsta mojliga antal grenar af fix) bilda 
symmetnska kombinationer, som aro entydiga i narheten af de frln £ 
skxlda singnlara stallena till /(*). For att Istadkomma detta valja vi 
X ° Sklld fran de si “g«lara stallena till f{x) och taga i betraktande de 
potenssener zi x~x 0 som tillhora f(x). De kunna fordelas i grupper, 
som mnehllla samma antal n serier, sa att foljande villkor aro upp- 
fyllda: man kan komma frln ett element till ett annat i samma grupp 
genom analytisk fortsattning langs en sluten vag, som genom konti- 
nuerlig deformation kan dragas tillsamman till en punkt utan att passera 
ofver ntgot stalle 5; daremot kan man pi detta satt ej komma frln 
ett element till ett annat, som tillhdr en annan grupp, eller med andra 
ord, den slutna vag som man mlste folja for att komma till sistnamnda 

e !-,T e ? ™ CJ dragaS tillsamman tiU en punkt utan att passera nlgot 

stalle £. Man anvander den terminologien att elementen i en grupp 

permuteras kring de frln * skilda singulariteterna och att f(x) antar » 
varden kring dessa singulariteter. 

Vi taga i betraktande elementen i en grupp och bilda de elementar- 
symmetnska funktionerna af dessa element. Man erhlller pi detta satt 
e ement af funktioner ffx\ - . ■ •/„(*), som utom stallena £ ej hafva andra 
smgulara stallen an poler. Om*ar en frln stallena £ skildpol for f r (x), ar 

vidare ordnmgstalet hogst lika med , ty den integral, som blir oo for 


X ~f blk °° af ordn * n S en Om v</— i ar ordningstalet 

y~i Iika med “OH, hvaraf foljer: funktionerna f [x), .... / p _ 2 ( x ) 
hafva inga andra singulara stallen an stallena £. 

Genom Boutrowis satser kan man studera de sistnSmnda funkdo- 

Om oo Sr ett stalle 5, linne, man att 

olikheter af formen 


\fv[x)\<G\x\ n ' [v = I, p — 2) 

mlste gaHa for tillrackligt stora Nu ar f r (x) andligt mlngtydig, 
a sa ar oo pa sin hojd en algebraisk singularitet for f v (x) Det- 
samma galler om hvarje stalle £. Alltsl mlste funktionerna f (x), 
f p 2 \x) vara algebraiska funktioner . 
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For att studera funktionerna / p _, (*),••■•/„(*) taga vi i betraktande- 
ett system af differentialekvationer for de elementarsymmetriska funk- 
tionerna z n af n integraler till ekvationen (i). Detta system 

kan skrifvas under formen 

n 

(4) = - [P- ~ i) <’ ^ (v — i, n), 

H--P- 1 

dar a Cv) aro hela rationella funktioner af a 0 , a v a p > z x , 

Z P — 2 • 

Vi beteckna med ~z v ~z n de elementarsymmetriska funktionerna 

af n element af f{x\ som permuteras kring de fr&n £ skilda singulari- 
teterna, och med a™, a (v) de uttryck, som fas om man i , 

a (V) satter g t =^, s p _ 2 = ~Z P -2- Af nyss uttalade resultat foljer, 

att a™, a (v) definiera element af algebraiska funktioner, och att det- 

samma ar forhallandet med •••• p — 2 forsta ekvatio- 

nerna i systemet (4) ge saledes lineara relationer mellan 2 p _i, hvilkas 

koefficienter aro element af algebraiska funktioner. Om man, utgaende 
fran en af dessa relationer, deriverar och begagnar de sista n — p 4 * 2 
ekvationerna i systemet (4), erhaller man fortfarande en linear relation 

mellan z P -i , ~z n , hvars koefficienter aro element af algebraiska 

funktioner. Det kan handa att denna ej ar en foljd af de foregaende. 
Genom att fortsatta dessa operationer fUr man en foljd af lineara 

relationer mellan V p _ 1, z n . Man kan emellertid ej erhalla mer an 

n — p+i distinkta ekvationer, ty om man finge n — /+ 2 ckvationer 
som kunde upplosas med afseende pa z p a , - • •* s n , skulla dessa serier 
vara element af algebraiska funktioner, och s&ledes skulle afven f(x) 
vara algebraisk funktion, hvilket strider mot antagandet. 

Vi beteckna med n antalet oberoende ekvationer och ersatta 

i dem s p - 1, z n med godtyckliga variabler z P -u •••• For 

att i det foljande kunna hanvisa till de sa erhallna lineara ekva- 
tionerna tanka vi oss dem forsedda med numret (5). Antag att 
de kunna upplosas med afseende pa z Pj , •••• och beteckna 

med | jl\, yV dem af talen p — 1, n som atersta, sedan 

tagits bort. Af det satt pa hvilket ekvationerna (5) bildats 

drager man utan svarighet foljande slutsats: Man erhaller en los- 
ning till systemet (4), om man satter z x = **, - • • • 0p_a = £>-2, ochom 

man for u z n valjer en sadan losning till ekvationerna (5), som 
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J. MALMQUIST : 


afvenjsatisfierar de differentialekvationer, hvilka fgs om man satter 

01 = 'V ‘ ' " '*-* = ‘ de mot V = n\, ■ ■ ■ • nV svarande ekvatio- 

nerna i systemet (4). 


Antag aft man i dessa differentialekvationer ersatter , B 

.J J - 1 . *rl’ 


- '-pn - - - “fa 

U * ry f’ SOm man far om man upploser ekvationerna ( S ). Man 
erhaller salunda ett system af formen VW 


^ "i^T ~ ~ ^ ~ x ) a ° ^ v) ^' + b w (v = 1, jr') 

x=i 

dar 6 ” aro rationella funktioner af <z 0 , . . . . J 

och deras derivator och slledes definiera element af algebraiska funktioner. 

fi- l ar etT,r t T gar ^ '*** att det 5r tiMtet att a ntaga att 

P ar ett af talen pV, antag /— i = ^ Det nyss utta- 

lade resultatet kan nu afven uttalas pa foljande satt : om Vl ,... v . ar en 
losning till systemet (6),_och om bestammas genom ekva- 

*L l 1 ’ ’ V ‘ Zp ~ % gp ~ u *« en iosning till systemet (4). 

Haraf foljer, att hvarje losning till ekvationen ' ' 

( 7 ) y n + H + g^yn-p+3 + g p _ iy n-p+i + .... + ^ = Q 

satisfierar ekvationen (1). Losningen af ekvationen (1) arsiledes, genom 

C V M° ne J na S) ° Ch iterf6rd tiI1 ^sningen af systemet (6). 

Man kan nu visa att systemet (6) mSste reducera sig till en enda 
differentialekvation. Man visar att den allmanna integral till systemet 

(6) kan skrifvas under formen *g±^(v ^ d5r Car en 

integrationskonstant och <p v , ^ x aro funktioner af * och af de Iter- 

inte e ^ertm r T n , Sk0nStant ^ rna ’ ° Ch man inser h2raf > att den allmanna 
mtegralen till ekvationen (1) kan skrifvas under formen 


(8) 


n 

r + ?ijy n — 1 + •••• + ? p _ 2 j> -"-p+a + \ 1 ^ c + 

^ c+ Y 


v=p — 1 


' = O, 


:•&’ Y T V !T funktioner af ■ * M a “ visar att dessa funktioner, 
utom stallena ej hafva andra singulara stallen an poler. Om nu 

systemet (6) ej reducerade sig till en enda differentialekvation, skulle 
man, sasom latt visas, kunna finna tvenne olika former (8) for den all- 
manna mtegralen till ekvationen (1), hvilka icke kunde ofverfdras i 
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hvarandra genom en linear transformation af integrationskonstanten. 
Om man forbinder de bagge integrationskonstanterna pa lampligt satt 
skulle venstra membra i de bagge ekvationerna af formen(8) hafva en 
gemensam divisor af ett gradtal som ar mindre an n. Koefficienterna 
i denna divisor aro funktioner af som utom stallena \ ej hafva 
andra singulara stallen an poler. Alltsa skulle livarje integral, och 
speciellt /(#), antaga farre an n varden kring de fran % skilda singu- 
lariteterna. Men detta strider mot definitionen af n. Denna motsagelse 
visar, att systemet (6) maste reducera sig till en enda differentialekva- 
tion, d. v. s. att n' = I och saledes 7t = n — p *h I* 

Man inser omedelbart, att den ekvation, till hvilken systemet (6) 
reducerar sig, ar en Riccatisk ekvation. Koefficienterna i denna ekva- 
tion, liksom i de lineara uttryck, som fas om ekvationerna (5) upplosas 

med afseende pa g pt 8 n > aro algebraiska funktioner. Genom ett 

bevis liknande det nyss skisserade visar man, att dessa funktioner aro 
entydiga, och saledes rationella. Harmed ar var sats bevisad. 

Vi anmarka slutligen, att man genom en obetydlig komplettering 
af denna bevismetod afven kan komma till en allmannare sats. Vi 
taga i betraktande ett stalle g och en omgifning kring detta stalle 
samt definiera en gren f[x ) af en integral genom att, utgilende fran 
ett element, hvars medelpunkt ligger inom denna omgifning, fortsatta 
pa alia mojliga olika satt inom samma omgifning. Vi antaga att denna 
gren ar andligt mangtydig. Da galler foljande sats: 

Om differentiate kvatioiien (1) ej kan transformeras till en Riccatisk 
ekvatmi pa det satt som angafs i Jorra satse?i maste f(x) vara af 
algebraisk karaktar i narhcten af stlxllet !£. 



OM IDENTITETEN AF DEN FREDHOLMSKE 
DETERMINANT OG EN UENDELIG v. KOCH’SK 
DETERMINANT 1 ). 

AF 

JOHANNES MOLLERUP. 


I en nylig fremkommen A f handling (Bulletin des sciences , Mllanges 8 , 
(1911)) har jeg anvendt f0lgende Metode til Bestemmelse af en 
usymmetrisk Kernes fuldstsendige Orthogonalsystem ; i et specielt 
Tilfaelde af den Fredholmske Ligning skyldes Metoden Erhard Schmidt 
(Math. Anm. 64, 164). 

Lad den homogene Ligning vaere 

(1). <f[s) — xf K{st)y{t)dt, 

J a 

hvor K (st) er integrabel i Omraadet a < 5 < b, og lad p t (s) p 2 (j) ■ • • • 

z 

vaere et fuldstaendigt Orthogonalsystem. Efter den saakaldte Parse- 
val’ske Formel har man, naar cp (j) tilfredsstiller (i) 


( 2 ) 


<p (*) = X yP J K[st) p, [t] dt-j 9 (if) p, (?) dt = X^ a t [s) p t , 


i det vi saetter 
( 3 ) 



b 

K {st) pi (if) dt og 

a 


( 4 ) 



L ) Denne Afhatidling fremkommer samtidig i > Bulletin des sciences*. 
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JOHANNES MOLLERUP : 


Raekken (2) konvergerer absolut og ligeligt. Ved at inds^tte 9 (5) 
faar man 

(S) Pz = J Pi (/) 7 X a j (t) pj = X ^ pjj pi (/) ay (/) dt -- X ' py #y* , 


/•b b 


hvor 

•Z> -D /) 

(6) «/* = ay (j) p, (s) ds = I | K {si) py (/) p, ( s ) * 

•' « J (l J a 

Determinanten for de homogene Ligninger 

Pi = X ^ ' Pj Oji er 

J 

I ~ ‘^11 X £?21 \ tz ^ • 


(5) 


(7) 


A(X) = 


— X« 12 1 — \a 2i 


Efter en Satning af Helge v. Koch (Rend, di Palermo XXVIII) vil 
denne Determinant konvergere absolut, naar Rzekkerne 


^ a jt £ I au | 

J, i i 

konvergerer. Nu har man, ligesom hos Hilbert (Grundzuge einer allge- 
meinen Theorie der Integralgleichungen, funfte Mittheilung, Gottinger 
Nachrichten 1906,446) 

(*) Y “ji = f [ K[stfdsdt. 

ji JaJa 

Hvad Konvergensen af Rsekken | #11 1 angaar, da gaar vi over 

if 

til den itererede Kerne; denne bestemmes ved at indsaette 9 ( j) under 
Integraltegnet : 

mb mb 


(9) 


(10) 


<p (J) = xj K (si) cp (/) di= X-J J K(st) K(tu ) 9 (*) du dt 


= X 2 K 2 (su) 9 (u) du , hvor 
•z a 


K % su) = f K (st) K (tu) du. 

J a 
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Erstatter vi nu K (.tf) med K 2 (st), bliver 


n b Mb -ft -ft 

IC 2 (su) |3 ; [u) |3 f (s) dsdit— I K(st)K(tu) |3,- (u) (3,- (^) dsdtdn 

a •' ft J id a 

j I* K{st) p, (s) ds- f K{tu) p, (a) du\ dt. 

' J a J a ' 



Heraf faar vi 
( 12 ) 



b 

K (st) K (; ts ) ds dt \ 

tt 


hvor Raekken konvergerer absolut. Det er altsaa bevist, at den til 
den itererede Kerne K 2 (st) horc?ide Determinant A (X) konvergerer ab- 
solut . De Vaerdier af X, for hvilke Ligningerne ( 5 ) kan loses, be- 
stemmes af 

(13) A(X) = o, 


naar A(X) antages at konvergere absolut. Naar X er fundet, finder vi 
Konstanterne p ved Ligningernc ( 5 ); har A (X) Defekten da har 
Ligningerne ( 5 ) p lineaert uafhaengige Losninger; cn saadan Loaning 


har altid konvergent Kvadratsum 



Af Ligningen 


( 2 ) <p(s) X £ 

i 


(s)-Pi 


finder vi endelig de sogte Funktioner cp(^); Raekken konvergerer absolut 
og ligeligt, fordi 

mb 

- y 7 1 K(st) p, [t)dt-pi, 

J a 

1 i 

hvor Kvadratsum merne 



(j/) ^ (/) dt) - j* 


K (st)- dt og 



konvergerer. 


De fundne Lesninger cp (.y) er altsaa kontinuerte . 


6* 
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JOHANNES MOLLERUP: 


Er Kernen symmetrisk , K[si) = K(ts) y bliver A(X) symmetrisk, da 
a Ji = f f K (st) ( t ) p ( (s) dsdt = ay. 


Hvis i dette Tilfelde X er etNulpunkt for den heleFunktion A (X) 
med Multipliciteten p, da har A (X) netop Defekten p ^ og Ligningerne 
( 5 ) har p lineaert uafhaengige Lasninger. 

I det foregaaende har vi egentlig i Stedet for (1) test Ligningen 

(9) <P(-*) = X*[ K 2 (st)(p{t)dt-, 

v a 

men saetter vi ligesom Erhard Schmidt (Entwicklung willkiirlicher 
Funktionen, Math. Ann. 63,448) 

2 A w = <p (■*) + X f K ( St ) (p {t) dt 

* a 

2 X 2 (j) = <p (s) — xj K (st) 9 {t) dt, 

altsaa tt 

<p (j) = X x (s) + X 2 (s) , da er X x (s) og X 2 (s), 

der ikke begge forsvinder identisk, Lasninger af (2). 

Den hele Funktion A (X) har naturligvis de samme Nulpunkter som 
den Fredholmske Determinant D\ K , 


00 -b »b Mi 


K (-Vi) K [s x s^) • K [s x Sp) 
K (s 2 Sj) X(s 2 s 2 ) — K (s 2 s p ) 


ds i ds i ■ • -ds p 


K { s p s i) • ■ ■ K ( SpSp ) 


Men de hele Funktioner A(X) og D\ K er i Virkeligheden identiske, 
og saaledes er efter vort Skan Fredholms geniale Id<§ rykket os 
naermere. Til Bevis benytter vi en Integralformel. Vi har 

J^OVa) K (v B ) ds t = £ J ^(jj^JPi {s 2 )ds 2 -J Ks 2 s s ) P/ (j 2 ) ds 2 , 
hvor Rskken konvergerer absolut og ligeligt. Heraf faar vi igen. : 
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D K (^1^2) K (^2^3) -R-( S S S i) 

a 

-si Kfas,) Pi (s s ) ds 2 ■ 0. K {s 2 s 3 ) Pi fo) <* 2 -^T(Vi)| d*s 


UL 


K (Vr) pi [s t )ds i -K (s^) ds 3 


n b r» 

K [s 2 s 3 ) Pi (s 2 ) P/ ( s n) ds % ds s • J . 
— ^ ajr J K ( s s s i) P/ (■%) 




o g altsaa 


j.j.« 

■I'l 


K (v») K (Vs ) K (h s i) ds i ds a 


s 2 ) Pi fo) ds-i ■ a u • K [s 3 s^ P; (j : i ) ds 3 . 


Paa samme Maade faar man 


f f f JCs±s 3 ) K (^■S’s) K. (J3J4) K {s i s 6 ) ds 3 ds a ds i 

J a J a J a 
b 

= ^ f K (s^) Pi (j 2 ) ds 2 • aij • a Jk • I K (^ 6 ) P* (j 4 ) ds ti . 

i,j, k <l 


Naar man fortsaetter paa denne Maade, finder man den S0gte 
Formel 


rr p 

•fa v a * a 


K (S&) K (j 2 j 3 ) K (SnSj) ds t ds 2 ds„ 


— £ a >it* ai ih a ‘n< >> 


hvor 4 *n uafhaengig af hinanden gennemleber alleTallene i den 

naturlige Talrsekke. 
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JOHANNES MOLLERUP: 


For A (X) har maii Udviklingen 




a ii a ij aft 

an ay 

a ji a jj 

-*z\ 

a Ji a JJ a Jk 


l, I, k | 

&ki &kj &kk 


+ ■ 


eller 


(*</<*••••) 

i(X)=._x^ ri , i + 


+ 


yi 

2 ‘ a '»'i ®r a r 3 


/l, i* a 


i-jj’a . . r p 


a r l r l ^r x r 2 * • * •&r 1 r J 

*V‘ *V» %*> 


hvor r 4 , r 2 - • • • uafhaengig af hinanden gennemlober den naturlige Tal- 

rakke og ikke behover at vaere forskellige. Man skal altsaa bevise 
Formlen 


(i5) 


•Java J a 


^( s i s i) & • • 'Kfs^ 

^■(Vi) &(SpS 2 )' • • •K(SpSp) 
a r x r x a ri r 2 U v lfp 


ds x €is t * * * 'ds p 


=2" 

r i r a • • r p 


% r ' % r 2 a r„r p 


Vi betragter et vilkaarligt Led paa venstre Side af (15): 

± J a ' ‘ ‘ K ( s * s >*)- ■ •■K(sps, p ) d Sl ds r .. .ds„- 

Sidfd L v. f mCd SUmmen ^ ^ tUSVarende Led P aa h0 J re 

± ^ a r i, fi « r , 


'l**2 • -T. 


* r * r *. ‘ ' * ‘S'L* 


. .r p 


Takaekke 2 ^ ua ^ aen S^S hinanden gennemleber den 


naturlige 
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For at se dette dekomponerer man de tilsvarende Produkter 
K(s lSll ) K ■ ■■■K og a rirh • • • • <V, p 

i tilsvarende cirkulaere Produkter: 

{A} H}- • • '{M og {a,} {a,}- • ■•{<*»}. 


Man har da efter (14): 

0 . • • • f {A t } { 4 ,} • ■ • • {A m } ds t ds a • • • • ds„ 

b * <t 

[cM {M ‘ “ {a 


‘in j* » 


r 1 n 2 . .r n 

hvilket skulde bevises. 

Man laegger Mserke til, atFormlerne (2) og (14) ogsaa gaelder, naar 
K{st) er symmetrisk: K{st) = K{ts) og ft {s), ft (s)- ■ • • danner Kernens 
fuldstsendige Orthogonalsystem (efter den Hilbert — Schmidtske Udvik- 
lingssaetning). Men da har man 

.h . i> ° J 4 1 1 

aji = A' (st) ft (/) ft (4 ds dt — 1 j ... ■ 

' J a J a Aj 

Hvis nu Rmkken z I ^ I konvergerer, faar vi 


(16) 


Da Raekkerne ^ 


A(X) "TI( I_ Xi) =A *- 

y . . . konvergerer for n 2, faar man 

^ | A/ 1 " 


( 17 ) A (A) r= )£ J (l — j— A/{„ , 

hvor K n cr en vilkaarlig itereret Kerne. Jeg tror, at disse Rosultater 
er nye for n — 1 og n 2 (sml. Hans Hahn , Hericht iiber die Tlieorie 
der lin. Integralgleichungcn, Erster Teil, pag. 30). 



DEN ANALYTISKA LOSNINGEN AV 
BANBESTAMNINGSPROBLEMET. 

AV 

C. V. L. CHARLIER. 


\ MNET for detta foredrag var att undersoka banelementerna som 
J\ funktioner av mellantiderna mellan 3 n " givna observationer. 

(Forf. hanvisar till den framstallning han givit av amnet i Arkiv 
for Mat. etc. Bd. ^ N rlR 5, 10, 16 samt till Monthly Notices of the 
R. Astr. Soc. Dec. 1910 och Mars och Juni 1911). 



OM ALGEBRAISKE OG IKKE - ALGEBRAISKE 

FLADER. 

AF 

C. JUEL. 


D et nittende Aarhundredes Geometri har vaesentlig holdt si g til 
algebraiske Kurver, Flader og Korrespondentser. Dette er dog 
ikke at forstaa i streng Forstand. Infinitesimalgeometrien er jo endog 
udviklet i hoj Grad, og dens Forudsastninger er jo saa at sige overalt 
videre end de, der begrsenses af algebraiske Betingelser. 

Derimod er der en anden Side ved de algebraiske Dannelsers 
Theori, som synes uadskilleligt knyttet til algebraiske Ligningers 
Grader, nenilig de Saetninger, som angiver Antallet af Losninger paa 
visse Opgaver. Sk 0 ndt det Kmne, jeg i det folgende skal gaa ind 
paa, ikke direkte giver Bidrag i dcnne Retning, haenger det dog saa 
n0je sammcn dermed, at jeg cr nodt til at begynde denned. 

Mine Unders0gelser herom gaar langt tilbage og har til Udgangs- 
punkt Bestemmelscn af Formerne af hvad jeg dengang kaldte grafiske 
Kurver af 3die og 4de Orden. Ved en Kurves Orden (Realitetsorden) 
forstaar jeg det h0jestc og tillige opnaaelige Antal af Skaeringspunkter 
mellem Kurven og en ret Linie. I Definitionen medoptages den 
Fordring, at en ret Linie, der har flere Punkter f*elles med Kurven 
end dens Orden angiver, med alle sine Punkter horer med til Kurven; 
denne Fordring cr opfyldt af sig selv, naar Kurven forudsaettes 
analytisk og overalt regular ; at dette Kurvebegreb dog er videre 
end det egentlig algebraiske, folger af, at en Kurve af en bestemt 
Realitetsorden algebraisk kan vzere af en vilkaarlig hoj Orden. Hvad 
den ovennaevnte Formbestemmelse af Kurverne af $d\G og 4de Orden 
angaar, kan man dog nojes med langt snevrere Betingelser end den, 
at Kurven skal vaerc analytisk, men jeg skal ikke gaa ind derpaa. 
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c. juel: 


Foruden de plane Kurver har jeg ogsaa betragtet Rumkurver 
definerede paa en lignende Maade. I den senere Tid er jeg gaaet 
rnd paa en analog Behandling af Flader efter jeg ved den skan- 
dinaviske Matematikerkongres i Stockholm 1909 havde fremsat mine 
forste Forsog i den Retning. 

Jeg har saerlig undersogt Fladerne af 3die Orden og fundet, at 
den saedvanlige og velkendte Theori for rette Linier beliggende paa 
en algebraisk Flade af tredie Orden ogsaa er gyldig for enhver 
analytisk Flade af denne Orden. I det folgende vil jeg gaa ud fra 
denne Saetning, idet 'jeg dog kun benytter den for det Tilfaelde, at 
Fladen er analytisk og overalt regular. Som Eksempel kan naevnes 
en Flade med Ligningen xy = g* -f *3 i. 

Den Opgave, jeg her skal ind paa, er den at finde de reelle 
Skaeringspunktsbetingelser, man endnu skal foje til de ovennaevnte, 
for at Fladen skal blive en algebraisk Flade af 3die Orden. 

Man kan sige, at man herigennem faar en ny Vej, ad hvilken 
man systematisk kunde komme til Theorien for algebraiske Flader i 
hvert Fald af de lavere Ordener. En saadan Theori er hidtil opstillet 
ad to Veje dels ad eh ren geometrisk dels ad analytisk-geometrisk 
Vej. Disse Metoder er vaesentlig ens, selv om det endnu ikke er 
lykkedes at lade dem gaa ganske parallelt med hinanden. Algebraiske 
Polynomier af hojere Orden danner man nemlig af dem af lavere 
Orden ved sukcessive Additioner og Multiplikationer, og det er i 
Virkeligheden det samme, man g0r, naar man definerer Flader og 
Kurver af hojere Orden som geometrisk Sted for Skaeringspunkterne 
mellem tilsvarende Elementer i projektive Bundter eller Naet. 

Efter den Fremgangsmaade, jeg her henstiller som en Mulighed, 
aerer man sig helt anderledes ad, idet man dog derved begrsenser 
sig til reelle Flader. Man begynder med Flader af en bestemt 
Realitetsorden, af en mere eller mindre almindelig BeskafFenhed, siger 
saa meget man kan om den, og tilf0jer dernaest indskraenkende Be- 
tingelser, saa at Fladen bliver algebraisk. 

•n F ° v Flader af anden 0rden vil man saaledes begynde med en 
vi kaarhg lukket og kontinuert Flade, der har hojest to Punkter faelles 

”^ d ea * et Linie - 0m en saadan Flade kan der allerede siges en 
hel Del; jeg kan henvise til Prof. Brum: »Uber Ovale und Eiflachen*. 
lilfejer man dernaest den Betingelse, at Fladen skal indeholde alle 
Punkter af 6 a ret Linie, maa Fladen nodvendigvis vaere en algebraisk 
vmdskaev Flade af anden Orden. 
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Den almindelige algebraiske Kurve af 2den Orden kan dernaest 
defineres som Slutningslinien mellem den naevnte vindskaeve Flade og 
en Plan. Om denne Definition stemmer med den saedvanlige, kan 
naturligvis kun afgares, naar man i Forvejen kender saadanne Kurver, 
altsaa i Forvejen ved, at den f. Eks. er bestemt med 5 vilkaarlige 
Punkter eller lignende. 

Dernaest kan man definere den almindelige algebraiske Flade af 
anden Orden som den Flade, der af en vilkaarlig Plan skaerer en 
algebraisk Kurve af anden Orden. 

Naar man nu vil gaa over til Flader af tredie Orden, vil man 
atter begynde med den almindeligste lukkede kontinuerte Flade, hvis 
Realitetsorden er 3. Om denne kan man sige noget, men ganske 
vist i dette 0 jeblik ikke meget. Tilfojer man den Begraensning, at 
Fladen skal vaere analytisk og overalt regulaer, er det endnu ikke 
nadvendig, at Fladen er en algebraisk Flade af 3die Orden. Om 
denne Flade kan man allerede opstille en Theori om de paa. Fladen 
liggende rette Linier. Men tilfejer man nu yderligere den Skarings- 
punktsbestemmelse, at Fladen af et Keglesmt hojest skal skasres i 
6 Punkter (medmindre da Keglesnittet belt ligger paa Fladen), maa 
denne i Almindelighed vcere algebraisk. 

De Undtagelsestilfaelde, som nodsager mig til at sige »i Alminde- 
lighed* er de, hvor enten Fladen er vindskaev eller hvor den kun 
indeholder saadanne rette Linier, langs hvilke den berares af en og 
samme Plan 0: hvor alle rette Linier paa Fladen giver udfoldelige 
Elementer. 

Vi gaar altsaa i Henhold til vor postulerede Theori for de paa 
Pladen liggende rette Linier ud fra, at der findes en Plan, der skaerer 
Fladen <?' i tre adskilte rette Linier a , b og c. Gennem a Ueggcs 
en Plan n, der skaerer G-* foruden i a i en Oval co. Planen kan altid 
vaelges saaledes, at co skaerer a i to Punkter; cllers vilde nemlig a 
slet ikke ligge paa Fladen. Hvis co ikke skulde vaere en elliptisk 
Oval d. v. s. ligge helt i det endelige, kan dette altid opnaas ved en 
reel Kollineation, der lader a blive liggende. Vi kan dernaest laeggc 
et Keglesnit K, der gaar gennem 5 Punkter af 10, hvoraf de to 
ligger paa den ene Side og de tre andre paa den anden Side af co. 
Ifald K nu er en Ellipse eller enParabel, vil den skaere a i to Punkter, 
altsaa Fladen i flere end 6 Punkter; co maa derfor falde sammen med 
K. Men det samme maa ogsaa vaere Tilfaeldet, ifald K skulde vaere 
en Hyperbel. Dette er nemlig i hvert Fald Tilfaeldet, naar de 
5 Punkter ligger paa samme Hyperbelgren. Men de maa ligge paa 



94 


c. juel : 


samme Gren, thi naar en elliptisk Oval skaerer begge Grenene af en 
Hyperbel, kan der hverken vaere flere eller faerre end 4 Skaerings- 
punkter. Ifald der nemlig var flere, maatte der n0dvendigvis Andes 
Faellestangenter. En Tangent m til Hyperblen kan imidlertid umuljgt 
• ogsaa vrere Tangent til Ovalen, thi da denne ligger helt i det ende- 
lige, maa alle Ovalens Punkter ligge paa en og samme Side af m, 
medens Hyperblens to Grene ligger paa hver sin Side af m. 

Vi har altsaa set, at en vilkaarlig Plan, der berorer Fladen i et 
Punkt af a , maa skaere i et Keglesnit. Gennnm a gaar nu efter For- 
udsaetningerne en Plan der skaerer i 3 rette Linier a, b og c. En 
Plan a gennem a, der ligger naer ved 1^, maa vaere en Plan, der 
skaerer i et Keglesnit, thi p t skaerer i de to rette Linier b og c, der 
skaerer a. Det gor intet til Sagen, om de tre rette Linier gaar 
gennem samme Punkt; i saaFald bliver Uj en Graensestilling for Planer, 
der har (reelle) Roringspunkter med Fladen. Vaelges et passende 
Punkt P paa a i Naerheden af p t , vil ligeledes Planerne (Pb) og (Pc) 
skaere G 8 i Keglesnit henh. [3 og y. Punkt P er valgt passende naer 
ved Hj, naar en Plan f. Eks. gennem b ved at drejes ud fra Stillingen 
Mi til (^ 3 ) ikke har overskredet en fra p x forskellig Stilling, hvor 
Planens Snit i Fladen skaerer b i to sammenfaldende Punkter. Gennem 
de tre Keglesnit a, | 3 , y og Linierne a, b, c gaar to algebraiske Flader 
af 3 die Orden, den ene dannet af de tre Planer (Pa), (Pb) og (Pc), 
den andet dannet af Planen p x i Forbindelse med den Keglesnitsflade, 
der gaar gennem a, p, y; disse sidste har nemlig parvis to Punkter 
faelles. Man vaelger nu et Punkt Q paa den givne Flade £« der atter 
ligger i Naerheden af p lt men ikke ligger paa a, | 3 eller y. Der 
Andes da en enkelt aldeles bestemt Flade i det af de to ovennaevnte 
bestemte Bundt, der gaar gennem Q. Denne algebraiske Flade F a 
maa falde sammen med den givne G\ Lad os nemlig betragte 
Bundtet af de Planer p, der gaar gennem a og endnu skaerer G* i 
Ovaler, der har to Punkter faelles med a. En saadan kontinuert 
Samling af Planer ft har man i hvert Paid, naar man medtager i 
Samlingen (eventuelt som en Graensestilling). Alle de naevnte Plainer 
skaerer G s i Keglesnit, og disse maa falde sammen med de Keglesnit, 
hvori Planerne skaerer A*. For det forste maa nemlig det Keglesnit y t , 
hvori Planen (Qc) skaerer G s ogsaa ligge paa P s , da det har 5 Punkter 
faelles med F 8 : Punktet Q og de Punkter, hvori Planen skaerer a og (3. 
Demaest maa en vilkaarlig Plan p skaere F 8 og G s i samme Kegle- 
snit, da disse har de 6 Punkter faelles, hvori u skaere [3, y og y x . 
Pladerne G s og F s har altsaa et sammenhaengende kontinuert Flade- 
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stykke faelles og de tnaa derfor falde helt sammen, da dc begge er 
analytiske og overalt regulaere (med eventuel Undtagelse af diskret 
liggende Punkter). 

Man kan dernaest definere plane Snit i den konstruercde algebraiske 
Flade som almindelige plane Kurver af 3die Orden, og endelig den 
almindelige algebraiske Flade af 3die Orden som den, hvis plane Snit 
er de naevnte Kurver. Om man vil, kan man jo endnu medtage 
plane Kurver af fjerde Orden og definere dem som Konturen af 
Projektionen af en algebraisk Flade af tredie Orden fra et Punkt af 
selve Bladen. At dette virkelig er den almindelige plane algebraiske 
Kurve af fjerde Orden i saedvanlig Forstand, kan man naturligvis kun 
bevise, naar man i Forvejen ved, hvad man vil forstaa ved en saadan 
Kurve *). Dernaest kan den almindelige Blade af fjerde Orden defineres 
som den Flade, der af en vilkaarlig Plan skaerer i en Kurve af fjerde 
Orden. 

Jeg skal endnu omtale et andet Eksempel paa en lignende Defini- 
tion nemlig af de anallagmatiske Flader. En saadan defineres i dc 
algebraiske Fladers Theori som en algebraisk Flade af fjerde Orden, 
der har den uendelige fjerne Kuglecirkel til Dobbeltkurve. Men ogsaa 
den kan defineres ved forst at gaa ud fra en analytisk mcd Und- 
tagelse af diskret liggende Punkter overalt regular Flade og tilfoje 
en passcnde Antalsbestcmmelse. B'n saadan, som man i hvert Fald 
kunde forsoge, har man dcri, at en vilkaarlig Cirkel skairer Bladen 
algebraisk talt i fire Punkter, en BIgenskab, disse Flader ganske vist 
deler med Keglesnitsfladerne. 

Jeg er oprindelig kommen ind paa denne Opfattelse ved at soge 
at udvide mine Undersogelser over plane cykliske Kurver 2 ), der at 
enhvcr reel Cirkel skscrer i ho jest 4 reelle Punkter, til Rummet. Det 
nsevnte Sted viste jeg, at der existerer analytiske men ikke algebraiske 
cykliske plane Kurver. Det er tilstriekkeligt som BUksempel at naevne 
en ydre Parallelkurve til en B-llipsc. B or Rummet viser det sig nu, 
at Sagen stiller sig anderledes. 

Lad os tagc en analytisk Flade, om hvilken vi forudsmtter, at den 
af enhver reel Cirkel skserer i hojest 4 Punkter — medmindre da 
Cirklen ligger helt paa Fladen --- og lad os invertere denne Flade 
om et Punkt P af selve Fladen som Inversionscentrum. Man maa da 
faa en analytisk Flade G\ der maa vrere af 3die Orden. Denne vil 

>) Selve den angivne Sxtning er bevist f. Eks. af Other (Mathematiske Ann. Bd. l). 

*) Kgl. D. Vidensk. Selsk. Skrifter 7. Rsekke, Mtv. og M. Afd. VIII. 6. (1911). 
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indeholde den uendelig fjerne rette Linie u beliggende i den oprinde- 
lige Flades Tangentplan i Punktet P. Gennem u vil der efter den 
her forudsatte Theori for Flader af tredie Orden gaa mindst dn Plan, 
der skaerer Fladen G 8 i tre rette Linier, af hvilke dog to eller ogsaa 
alle tre kan falde sammen. Nu kan imidlertid selve Linien u, som 
man let sdr, ikke vaere dobbelt paa den nysnaevnte Maade, medmindre 
P er valgt som et Kuglepunkt, hvad vi kan antage ikke at vaere Til- 
faeldet. Om den oprindelige cykliske Flade ved vi derfor (ved Inver- 
sion), at der gennem P gaar to Cirkler paa Fladen, der enten er 
adskilte eller sammenfaldende. I det sidste Tilfaelde har Beviset for 
den Saetning, vi vil udvikle, ingen Gyldighed. Vi vil derfor i det 
folgende forudsaette, at der ikke gennem P gaar nogen cirkulaer 
Krumningslinie — medmindre der da tillige gennem P gaar andre 
adskilte Cirkler paa Fladen; her maa man erindre, at P kan vaelges 
som et vilkaarligt Punkt paa Fladen. 

Vi vil nu holde os til den cykliske Flade G 8 af 3die Orden. Paa 
denne Andes to adskilte Linier a og b beliggende i en Plan p^, hvis 
uendelig fjerne rette Linie ligeledes ligger paa Fladen. 

Man kan demaest let vise, at enhver gennem a gaaende Plan p, 
der ligger naer ved p 1 , foruden i a vil skaere Fladen i en Cirkel a. 
(En Plan p siges at ligge naer ved p 1( naar man kan dreje en Plan 
fra Stillingen pt til Stillingen p 1 uden at overskride Tangentplanen i 
et parabolsk Punkt). Selve Planen pj skaerer foruden i a i en udartet 
Cirkel dannet af Linien b og den uendelig fj'erne rette Linie u. Planen 
p vil derfor foruden i a i hvert Fald skaere i en Oval, der har to 
Punkter faelles med a. Vaelges nu paa Ovalen tre Punkter, der ikke 
alle ligger paa samme Side af a, vil en Cirkel gennem disse 3 Punkter 
skaere a i 2 Punkter og Fladen altsaa i mindst 5 Punkter; Cirklen 
maa derfor ligge paa Fladen. Paa samme Maade ser man, at enhver 
Plan p' gennem b, der er naer ved p 1 , vil skaere Fladen i en Cirkel (3. 
Skaringslinien s mellem Planen for en Cirkel a og Planen for en 
Cirkel (3 ligger lige saa naer, man selv vil, ved Planen p 1( og denne 
gaar gennem et Raringspunkt (ab) mellem Fladen og denne Plan. 
Linien j vil derfor skaere Fladen i to reelle Punkter foruden i (ab), 
hvoraf falger, at en Cirkel a maa skaere enhver Cirkel fi indenfor 
et vist kontinuert Omraade for a og p. 

Vaelges nu tre faste Cirkler |3 i dette Omraade, kan man gaa ud 
fra, at ikke to af disse har to Punkter faelles, thi i saa Fald vilde en 
Kugle vaere en Del af cykliske Flade; denne maatte da bestaa af en 
Kugle og en Plan. Udelukkes dette Tilfaelde, ser man let, at Be- 
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tingelsen for at uendelig mange Cirkler a skaerer de 3 Cirkler p 

hvis Planer alle gaar |gennem en i det endelige liggende ret Linie 

b _ er den, at Cirklerne p skaerer b i 3 involutoriske Punktpar. Men 
da vil en enkelt uendelig Samling af Cirkler a skaere de 3 Cirkler p, 
og ved denne algebraisk bestemte Bevaegelse bestemmes en algebraisk 
Flade. Denne maa imidlertid falde sammen med den givne, da de to 
analytiske med Undtagelse af diskrete Punkter overalt regukerc Flader 
har et endeligt Fladestykke faelles. 

Vi har altsaa bevist: 

En reel analytisk med eventuel Undtagelse af diskret liggende 
Punkter overalt regular Flade, der af enhver reel Cirkel hojst s keener 
i 4 reelle Punkter maa nodvendigvis vcere algebraisk , saafremt den 
ikke har cirkuleere Krumningslinier. 

Om Saetningen ogsaa skulde vaere gyldig i det naevnte Undtagclses- 
tilfaelde, der jo indbefatter Omdrejningsflader og de deraf ved Inver- 
sion udledede, kan jeg ikke sige bestemt i dette 0jeblik. 

Der er dog et Tilfaelde, hvor Saetningen er almengyldig, nemlig 
naar Fladen har to reelle Dobbeltpunkter . 

Forbindes nemlig disse to Punkter med et vilkaarligt Punkt af 
Fladen ved en Cirkel, har denne 5 Punkter faelles med Fladen og 
maa derfor ligge belt i denne. Inverterer man nu om det ene af 
Dobbeltpunkterne som Inversionscentrum, faar man en saadan Kegle 
med Toppunkt i det andet Dobbeltpunkts inverse Punkt, som af 
enhver reel Cirkel h0jest skaerer i 4 Punkter. Men en saadan Kegle 
maa vaere en Keglesnitskegle, da den ogsaa af ethvert reelt Keglesnit 
hojest vil kunnc skaeres i 4 reelle Punkter (med mindre Keglesnittet 
ligger paa Keglen). Dette folger deraf, at enhver reel Keglesnitskegle 
altid har reelle cirkulaere Snit. 

Vi har i det ovenstaaende med den naevnte Undtagelse bevist, at 
cykliske Flader maa vaere algebraiske forsaavidt de er analytiske og 
regulaere. Men naturligvis eksisterer ikke-analytiske cykliske Flader. 
Man kan saaledes let konstruere en Oval dannet af 4 Cirkelbuer og 
sorge for, at den faar en Symmetriakse. Drejer man denne Oval om 
Aksen, faar man en Flade, som man let kan bevise hojest kan have 
4 Punkter faelles med enhver Cirkel, der ikke har uendelig mange 
Punkter faelles med Fladen. Denne er en afdelingsvis analytisk, men 
er i sin Helhed en ikke-analytisk cyklisk Flade. 
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V I formulera vart problem pa foljande satt: 

En dubbelledning af langden x\ ar vid sina bada andpunkter 
forenad mot apparatanordningar; vid ledningens borjan appliceras vid 
tiden / = o en elektromotorisk kraft E (t). Bestam det variabla span- 
nings och stromtillstandet hos ledningen. E(/) piilagga vi villkoret att 
vara andlig for andliga Avarden ; daremot kan li (t) vara diskontinuerlig 
for en del Avarden. Vid tiden t -- o antages szival spanning som 
strom vara noil i ledningens alia punkter. 

Ledningens konstanter per kilometer dubbelledning beteckna vi pa 
vanligt satt med r, /, a och c , spanningsskillnaden mellan de bada 
branschema i en punkt med v och stromstyrkan hos ena branschen 
med i; v och i skola saledes vara funktioner af / och x. 

Vidare infora vi foljande forkortningar: 



'fei-x — y 



-- y 


r 
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Mellan v och i hafva vi d I ekvationssystemet : 


— ^ = (/ + >t + //)v/ 
- v ^ = [P + * — A) V 


Gransvillkoren vid x = o och # = x x antaga vi, for att fixera, vara 
af foljande form: 

For x — o: 

(2) pE{i]-p-v = | Rp + Lp * + i. 

For x — x l : 

( 3 ) pv = + Ly- + J, ,) i. 

Dessa villkor innebara, att vi antaga apparaterna vid ledningens 
andpunkter best! af ett motstind med sjalfinduktion seriekoppladt 
med en kondensator. Vid x — o skulle motstandet vara R> sjalfinduk- 
tionen L och kondensatorns kapacitet C. Andra anordningar kunna 
tankas t. ex, en transformator vid ena andpunkten; ekvationerna blifva 
emellertid principiellt af samma beskaflfenhet och problemets behand- 
ling andras ej, 

Genom att mellan de btda ekvationerna (i) eliminera i eller v 
finna vi, att bSda satisfiera en partiell differentialekvation af formen 

(4) = [(/ + kf - h*} i. 


Betraktavi p sisom en operator, och integreras differentialekva- 
tionen, fa vi tvanne losningar namligen : 


( 5 ) 

och 

( 6 ) 


1 — h$ • g ^ ^ 




dar A[t) och B(t) aro arbitrara funktioner af U) 

b.tlL b ^ a BrSt (S) - F6r korth «'” s vi 


Y = Vl> + *)* — *•' 
b=p + k — y(74T^jrzx 8> 
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Losningen (5) kan da skrifvas: 

( 7 ) e- k v.e-w-e h « A (t). 

Vi tanka oss b utvecklad efter potenser pa — och satta — — s, 

dar s betyder en integration med afseende pa tiden mellan en undre 
konstant grans, som vi har lampligen satta till o, och en ofre grans 
lika med t. kan da sattes under formen af en potensserie i s, 
hvilken vi for ogonblicket beteckna med 5|3 (■*■); den konstanta termen 
i denna serie ar i, och for y — o blifva alia koefficienterna utom den 
forsta noil. Vi anvanda vidare relationen 

* »/M 

hvars riktighet, for det fall att f(t) har derivator af alia ordningar, 
inses genom utveckling af e~ py efter potenser pa p. Losningen (5) 
kan darfor skrifvas: 

<■ I. •• 

Denna losning har nu en bestamd betydelse. Den salisfierar for- 
melt ekvation (4). For t —y dfvergiir den till 

u k » A (o). 

For t <y blir den noil, under forutsattning att vi palagga A(t) vill- 
koret att vara noli for negativa t varden. Losningen utgores alltsfi af 
ett stromsystem med skarp front, hvilken fortskrider i riktningen for 

stigande x med den konstanta hastigheten 

Pa samma satt se vi, att den losning, som erhalles ur (6), innebar 
ett stromsystem med bestamd front, hvilken med samma hastighet 
fortplantas i riktning mot x — 0. 

Det verkliga stromsystemet bildas af dylika losningar genom super- 
position. For att erhalla en losning, som iir lampligfor diskussion och 
berakning vid langre ledningar, forfara vi pa foljande satt: 

Vid t — O erhilles ett utgaende stromsystem fran x—o. Innan 
fronten hunnit till ledningens andra anda x = x L maste detta strom- 
system vara detsamma, som det som erholles, om ledningen vore 
oandligt lang. Vi bilda darfor det forsta utgaende stromsystemet med 
antagande att x y = 00. I det ogonblick stromfronten intraffar i punk- 
ten x — x t , uppstar ett reflekteradt vagsystem, som fortplantas i 
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motsatt riktning. Gramsvillkoren vid x = ^ blifva, att summan af 
strommarne, samt summan af spanningarne i de bada vagorna i d en na 
punkt aro lika med resp. mottagningsapparatens strom och spanning, 
hvilka skola uppfylla villkoret ( 3 ). 

Pa samma satt fa vi, da den forsta reflekterade vagen nar punkten 
x — 0' ett andra utgaende vagsystem. Adderas spanningarne och 
likaledes stromstyrkome i punkten x = o hos den reflekterade och 
den andra utgiende vagen, fa vi en spanning och strom, som skola 
uppfylla villkoret ( 2 ), om vi satta E{t) = o. 

Vi infora beteckningarne: 


( 8 ) 

och 


H=R+pL + 


PC 


(9) H' = R + p L ' + JL. 

Innan vi ga vidare skola vi nagot uppehalla oss vid operatorrak- 
ning. Foljande satser kunna bevisas utan svarighet. 

I. Om 5)S (s) ar en potensserie i operatorn s och om denna potens- 
serie betraktad sisom serie i j har en andlig konvergensradie, si ar 

SM/M 


e ^t b A 0l . Utk0nVerg ! nt SCrie f6r 5 ndli S a ^rden, under forutsattning, 
att j(t) ar andlig for andliga /-varden. / 

i I Undef Samma f ° mts5ttningar an §aende potensserien $(*), som 


en hel funktion i t. 

III. Under forutsattning, 
ager foljaade relation rum : 




att *f{t) ar andlig for andliga 2 f-varden 


hvarest 


$ M/M = ¥ (o)/M + f /(, _ ,j igf! A 

" 0 


F(a) = 1. 


si ^ ^ ^ ° Cb ^ ar ° tvanna potensserier i operatorn s, 

& M/M = % (*)•& (s)/(n). 

V. Om /(/) ar noil ' for negativa harden, kan ordningen mellan 
en operator r~, dar 7 ar positif, och operatorsserien byta 7 o“ 
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VI. Om f{t) ar noil for negativa harden, ager foljande relation 
rum for positiva y : 


e-py $ (*)/(*) = 5 J 3 (o )/(t -y) + 


J 11 


d a j 


hvarest 


U[s) = 

VII. Om 5)3 ar en potensserie i ~ ager foljande relation rum 

5J3 kan afven innehalla positiva potenser pa p. 


Vi aterga nu till vart problem. 

Genom insattning af uttrycket (5) eller (7) for i uti det ursprunghga 
ekvationssystemet (1) finna vi foljande relation mellan v och i i den 
utgaende vagen: 

(10) ■ v = Z-i, 


dar 

(") 




' p + k + h __ -1 j 1 + [k 4 h) s 
p 4 k — h f 1 + [k — k) • s 


Z kalla vi ledningens karaktaristik i det variabla tillstandet. 

For en reflekterad vag d. v. s. en vag gaende mot punkten x — O 
finner man pa samma satt relationen 


(12) v = — Z-i. 

Villkoret (2) kan skrifvas: 

E [t) — v 4 - Pli 

ur denna likhet och (10) fa vi for stromstyrkan vid x—o uttrycket 


( 13 ) 


1 

^-'H+Z 


H(t). 


... ar att betrakta sasom en potensserie i operatorn s. 
H + £ 
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(14) 

eller 

(15) 


Sattes y = o i (5) och (7) finna vi : 

*0 = A(i). 

Den forsta utgaende stromvigen kan darfor symboliskt skrifvas: 

r 


ti = e~w 


H+Z 


■m 


h = -e-py. • E (t) . 


Den forsta reflekterade vagen kan symboliskt skrifvas 
i\ = »B(t), 

dar den arbitrara funktionen B(t) skall bestammas. 

Vid y ~y x skola foljande relationer aga rum 

v i = Zi x 
v '\ — — Zi\ 
v x + v\ = H'{i x + t\). 

Z (h — 


AIM 

eller 

~ Z + W 
om vi namligen infora beteckningen : 


1 v A- FT ~ e ’h ). 


e' = 


Men for y —y x ar: 


Z—H' 

Z+H r 


i, = - 


och 

alltsa 




Z+H 
i't = <r-™B[t)\ 

Z~+~h' z ' ,E (?) 


foriTdn ***** reflekterade str5mv ^ en ® vi saledes den symboliska 


(16) 




') i\ och beteckna strfim och spinning i den reflekterade vdgen. 
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For den andra utgaende stromv&gen fa vi pi samma satt formeln : 

( 17 ) h = ^ yi2h,+i ' ) yin'*' e ' E{,) 

dar 

if- H 

( 18 ) 8 _ Z + 'H 

e och s' kunna vi kalla reflexionskoefficienter i det variabla till- 
standet; saval e som e' aro potensserier i operatorn 

Af det foregiende framgir omedelbart , huru de symboiiska 
uttrycken for de olika strdmvagorna bildas. 

For att bilda den verkliga stromstyrkan vid en tidpunkt t i en 
punkt af ledningen hafva vi forst att undersoka huru manga vag- 
system, som hunnit bildas under tiden t. Om t. ex. 

/= ny x +y 3 

hafva vi n eller n + i vagsystem beroende pi, om y > eller <CjJV 
Darefiter beraknas stromstryrkorna i dessa vagsystem for tiden t och 
punkten y. Adderas de sa erhallna strommarn^ erhallas den verkliga 
stromstyrkan. I manga praktiska fall ar dampningcn a ledningen sa 
stark, att endast den forsta utgaende och den forsta reflekteradc Strom- 
vagen behofva medtagas. 

For att bilda den symboiiska lbsningen ha vi endast att beteckna 

y sasom dampningsexponent, motstand for utgaende strdm 

och 8 och e' sasom reflektionskoefficienter. 

Vi skola nu visa, huru ofvergangen friln symbolisk form till en 
form, som ar lamplig for kalkyl, sker. 

For att fixera problemet viilja vi da den n li% utgaende stromvagen. 
Vi infora forkortningen : 

( 19 ) 2 («— 1 )y x +y =y n - 

Den symboiiska formeln for i n ar: 


Operatorn 


e -tv n . _ . (e'e)n-i . E (a ) . 


Z+H 


(e'e)" -1 


kan, med undantag af ett fall, alltid skrifvas under formen: 



io6 
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<Pn(/)i+4 \>n{p), 


dar <p„ och i|)„ aro rationella i p af graden noli eller af negativ grad. 
Vi infora beteckningarna : 


(20) 


cp„ (p)-E(t)=/ n (t) 
Tf)„ (p)-E[t)=g n {t) 

l Z -fn{t)+gn{t) = r M (t) 


f n (t) och g n (/) kunna erhallas i sluten form. 

Vi kunna namligen uppdela cp„ och tJ>„ i partialbrak. 
Om 


fl vi direkt: 

A 


1 (i , b 
^-pET a + - p ~p + 


n [t) = ae at ie- at JE(t) dt + b& L -V E(t) dt + 

•'o J 0 

Vi kunna darfor anse f n (t) och g n (t) sasom bekanta funktioner af t 
Vi skrifva i n under formen: 


i n = e - k yn-e-PVnM 
Tillampas teorem VI erhalles: 


l Z A M + gn (/)] 


( 21 ) 

Har ar: 
(22) 


4 = /„ [t-y]j A J rgn ( t —y) 


da. 


Ui{t) = e-Wn.L.i 

(t) = e~YVn • 1 . 


" *Z f0n ” 1 " fran,eir “ V ' U < *° Strom och span- 
ning s”^” y. has an oandligt ling ledning, di afslndningsanord- 

ZL " h toafton 

Var narmaste uppgift ar at bestamma U v och U . 
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Tillampa vi teorem VII kunna vi skrifva: 

01 W = ]/-/ j/$ + 1'*“ = 

-fr— yri' w *“ • 

Om vi forlanga med 1 — ks och med iakttagande att (1 ks) c ]xl -~ 1 , 
erhalles : 



\ hs -c ♦ Wit . 1 -I. 

1 — ks yi — IPs ' 1 



(23) u, «=.]/;•<- 

Vi skrifva forkortningsvis 

/ 0 (« v<* -#) = /«• 

Med fornyadt anvandande af teorem VII fil vi: 

DiW = ] i C / Jrk - h e“K 

eller 

Oi W = y \ |* w 4 -I- (A - A) Jr- «/ 0 * 

eller, da vi ha att satta 7 0 noli for 

u x [t) == y \ c «/ 0 1 (A-//) f dt • 

' L ^ «« 


(24) 
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U ± (t) ar, sasom forut blifvit namdt, den utgaende stromvagen a en 
oandligt lang ledning, nar afsandningsanordningen endast bestar af ett 
konstant batteri utan motstind och med elektromotoriska kraften i. 
U l (/) ar den motsvaranda spanningen. Genom insattning af £7* (/) for 
i i ekvationssystem (i) erhilles : 

<’S) |r 

Infora vi de erhallna utttycken for U x (t) och U % (t) i formeln for 
i a , fa vi slutligen: 


1 ; 


e~~ kz f Q dz 

Vn 


(26) 


i„ = r- k «n / n (j?_j/ n )|/f + g n (/ — 

+ £ [/. 0 - 4 r* { § - H } ]/* - * o - ,) $ J 


dz. 


Vi hafva har erhallet ett uttryck for den n li ' utg&endn stromvagen 
i sluten form. 

For att forenkla en forberedande diskussion valja vi emellertid en 
annan form. Vi kunna nemligen afven skrifva i n under den symboliska 
formen : 

dar 

( 27 ) ^ W = z _L_. ( ^ E)n -,. i r W _ 

kunna vi > om vi s * vilja, latt finna en sluten formel. 
tor tillfallet lamna vi emellertid denna sale at sidan. 

Med samma satt att ga till vaga, som vi nyss anvandt, erhiilles: 

(28) i = ^ (t -y n ) (, _ S ) A 4s . 

Vn 

For den forsta utgaende stromvagen fa vi formeln: 

h ~ e ~ ks <n ( / ~y) - fa (t — s) e~ k ~- A dz 

J 3 h y 


( 29 ) 

dar 


?1 (*) ~ T+ h‘ E ^- 
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For y = o blir ~ = O, hvarfor motsvarande stromstyrka z 10 blir: 

ho = M- 

^ (£) ar alltsa stromstyrkan vid ledningens borjan. 

Stromstyrkan. i en punkt af ledningen bestar af tvenna delar. Den 
forsta r y) ar lika med den utgaende stromstyrkan forflyttad 

med hastigheten - utefter ledningen och dampad enligt formeln e kli 
{cl 

eller Dampningsexponenten (3 ar alltsa: 

p=»^{/+'} 

Denna forsta del ar salunda en vag, som forplantas utan »distortion« 
Den andra delen af stromstyrkan, namligen 



sir noil for alia y-varden storre an t ; daremot finnes det ingen del af 
ledningen, dar y<.t, for hvilken denna stromstyrkekomponent blir 
noli. Uttrycket representerar alltsa en strbmvag med bestamd framre 
vagfront, dar dock stromstyrkan stadse ar noli. Denna del af strom- 
styrkan innebar en »distortion« af den utgaende stromvUgen. 

For det fall att h = O, eller 


blir emellcrtid 


<V, 


0 .. 


(Yy 


~ O, 


hvarfor den distortionbildande delen af strom- 


viigen fdrsvinnar. Detta ar, som bekant, Heavisides ideella fall. 

ar alltid positif. Om X,i (*) ar en periodisk funktion med 
tVj' 

medelvfirdet noil blir darfor » distortion « mindre i samma man, som 
antalet perioder per sekund blir storre. 

Stromvagen i sin helhet har en stel framre front, som dampas 

under det den fortskrider med hastigheten -=: ■ 

Id 



no 
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Strommens styrka i vlgfronten erhalles genom att satta t=y. 
Beteckna vi denna stromstyrka med i x fS vi: 

\ = (o). 

Denna strom minskas alltsl exponentiellt med dampningsexponenten 


(o) erhilles genom att 


satta s = o och multiplicera 


Z+H 

med E(o); Ty for t = o falla alia integraler bort. 

Ar darfor E (o) = o blir stromstyrkan i vagfronten alltid noil. 
Stromstyrkans varde bestammes slledes af det varde elektromotoriska 
kraften har, i det ogonblick den inkopplas. 

Vidare ar: 


Z+H 


i/y 1/ 1 + {k~+h) s s 

K « Y T+(k-Afs +/Z + A + <7 


= s • 


Z + 


£s + ^ + l//]/- 1 ']" /i! ) ' 
T C r p c f i + (£ — h) . 


Af detta uttryck framglr, att, om Z icke ar noli, blir * ,, lika 

Z + H 

med noil for s = o eller med ord uttryckt : Om afsandningsanordningen 
har sjalfinduktion blir stromstyrkan i vlgfronten alltid noil, hvilket 
varde an E (o) har. Samma galler naturligtsvis om stromstyrkan vid 
ledningens boijan. Den stiger ocksi frin vardet noil. 

Om elektromotoriska kraften vore impulsartad, sa att dess varde 
vore oandligt stor, men af si kort varaktighet, att s-E{t) blir andlig, 
fa vi en stel vlgfront med andlig stromstyrka. Stromstyrkan i vag- 
fronten blefve di tydligen: 



For att undersoka huru hastigt stromstyrkan stiger i vlgfronten 
satta vi i uttrycket for z, i = x+y, dar t ar en liten kvantitet. 
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Vi fa for detta t-v arde 

f T+i/ r 

= r-^i W + \%iir+ys)e -* • 2 ds = 

J u 

= e-'<»Z >1 (T) + e~ k !’-? X t (x)-x = 

= ^Xi(t). 

Utelamnas termer af hogre ordning i r, kunna vi skrifva 

x»(t) = -2f mdt=* h i- 

^ J 0 

Tangenten for den vinkel, som stromvagen bildar vid fronten, eller 
stromstyrkans okning per sekund blir darfor 

r L 

Stromstyrkan okas saledes i vagfronten pa samma satt som i en 
sluten krets bestaende af en konstant elektromotorisk kraft E[o) och 
ett motstand med sjalfinduktionskoefficienten L. 

Om L fir noil, antager stromstyrkan vid ledningens borjan ogon- 

blickligen vardet 

_j{ p) 

R+ |A 

och stromstyrkan i v&gfronten blir: 

f JSlo) 

A UU V ' 

Vi skola slutligen nftgot undersoka, huru vagfronten iindras genom 
reflexion vid mottagningsandan 

Vi antager da, att afsandningsanordningen iir utan sjiilfinduktion, 
men att mottagningsanordningen bar sadan. Den reflekterade strom- 
styrkan erh&lles genom at multiplicera den inkommande med . 

e Z+ H' 

Den reflekterade vagfronten erhalles om vi i e' satta s — O och 
multiplicera s' med den inkommande vagfronten. Vi kunna skrifva 
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d 

l//i 

y c \ 

l/ 1 +(£+'*)$ jS 

i (k — H) s ^ ~ Ks ~C 

■T 

f? i 

|A-+ :.(* + A) s s * 

I i+(Jt — A)s + L +* s + c 


sattes har s == o, f& vi e' = i. 

Den reflekterade stromv&gens vlgfront blir darfor: 


~U) . 



Den ftirsta i mottagningsanordningen ingaende strommen blir dar- 
for noli. (Den ingflende strommens styrka erh&lles genom att addera 
strQmmen i den inkommande och den reflekterade.) 

En undersoknwg visar at stromstyrkaos okning per sekund i mot- 
tagningsanordningen blir: 


£(o) 



L' 


Skulle Sterigen mottagningsanordningen vara utan sjalfinduktion, m' 
for j = o: 

1 d-R 

e' = LL 

Den reflekterade v&gens 9tr6mfront blir i dette fall: 





och den 1 mottagningsanordningen inkommande strommen borjar med 
vardet 


i n 
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D en Eiemann'ske Zetafunktion £(f) = £(G -f it\ der jo som bekendt 
er en i hele den komplekse Plan meromorf Funktion med den 
eneste Pol s= i, defineres i Halvplanen o;> i ved den absolut kon- 
vergente Raekke 

n 1 

Heraf udledes umiddelbart, som allerede bemaerket af Euler, den 
ligeledes for G > I gyldige Fremstilling 

‘«-n (-;)• 

p 

hvor p genneml0ber alle Priratallene 2 , 3, 5, 7, * • - * , eller anderledes 
skrevet 

(o 

Jles-l 

hvor f n betegner det Primtal. 

Af denne ^-Funktionens Produktfremstilling folger umiddelbart, at 
den for G i reguleere Zetafunktion i denne Halvplan G> I er for- 
skellig fra 0. 

Derimod antager Zetafunktionen, som jeg nylig har bevist, i Halv- 
planen G > t numerisk vilkaarlig smaa Vasrdier, d. v. s., til ethvert 

8 
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selv nok saa lille e > 0 svarer der et Punkt s 0 beliggende i Halv- 
planen <j> i, for hvilket 

KWK* 

Jeg skal nu i dette Foredrag bevise, eller rettere skitsere Beviset 
for falgende langt videregaaende Saetning: Zetafunktionen antager i 
Halvplanen d > I alle Veerdter undtagen o, og dm antager enhvcr 
fra 0 forskellig Vcerdi endog vendelig mange Gauge. 

Beviset for denne Saetning falder naturligt i tre ret adskilte Dele, at 
hvilke jeg nu skal gaa over til at skitsere den forste. 

Idet 

—ptT* — = A"“ 

kan den for d> i konvergente Produktfremstilling (i) skrives saaledes: 

00 

( 2 ) Yjsj =fj ) 1 

n«=il 

hvor pn = n — t log A- 

A“° w altsaa Modulen, p„ Amplituden til — p~*. Amplituderne 
Mi> • • 1 ' i Pm er her alle Funktioner af den ene uafhaengige 
Variable t. 

Jer ser nu forelabig bort fra, at alle p®” 8 er Funktioner . af den 
ene Variable t, og taenker mig forelebig p®” 8 vaerende fuldkommen 
uafhaengige af hverandre; med andre Ord, jeg betragter farst det 
almindeligere Produkt 

00 

(3) Cp x , <p„ • • • •, tp m • • • •) =jQ (I + A -0 ''H 

n*»«l 

hvor (p® 118 er af hinanden fuldkommen uafhaengige reelle Tal, eller, 
hvad der ajensynlig kommer ud paa det samme, er af hinanden fuld- 
kommen uafhaengige reelle Tal, alle beliggende mellem o (incl.) og 
23i (excl.). 

Dette Produkt er altsaa en Funktion af de uendelig mange uaf- 
haengige Variable d, <p lt (p 8 , • • • •, (p n , • • • • (jeg har derfor betegnet det 
med <pj, <p,, •••■,<p n , ••••))» medens Produktfremstillingen ( 2 ) for 

py-r er en Funktion af kun de to reelle Variable o og t. 
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Idet Raekken med positive Led 

GO 

n=l 

som bekendt er konvergent for <*>i, er Produktet (3) stedsc kon- 
vergent (endda absolut konvergent), naar blot c*>i, hvilke reelle 
Vaerdier jeg end tillaegger <Pu <p s , • ■ • <p n , • ■ ■ °S det er umiddclbart 
klart, at den for 0 > 1 definerede Funktion (3) stedse er forskcllig 
fra o. 

Jeg vil nu farst bevise, at denne almindeligere Funktion 
F(<S, cp Xl 9„ •••■,9m • • • •) antager enhver fra o forskellig Vaerdi, d. v. s., 
jeg vil bevise falgende 

Hjaelpesaetning. Lad s 4= ° vesre givet ; der existerer da et Tal 
<3 1 og en reel Talfelgc <p 1 , cp 8 , • • • •, 9«, • • • • saaledes, at 

00 

] J(i +/>*-' e'Vn) =s. 

nm rl 

Bevis. For Simpelheds Skyld vil jeg her antage, at s ikkc er 
reel. (Tilfaeldet a reel kraever en saerlig, iavrigt ikke vanskelig Under- 
sagelse). Lad i den komplekse Plan (se Figuren) Punktet 0 vsurc 



Nulpunktet, Punktet E svarc til Tallet 1 , og Punktet Z svare til det 
givne komplexe Tal s. Jeg traekker da Halvlinien L fra Punktet E 

8 * 
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gennem Punktet Z og definerer, for i, en til denne Halvlinie 
h0rende Funktion /(<*) gennem Ligningen 

00 

A<s)=F(<J,y lt ••••)= + P«- a *" , *h 

n=- 1 


hvor de i Froduktet indgaaende reelle Tal q^, <fe, • • • •, <Pm • •- • er af- 
haengige af «>• i og paa folgende Maade bestemmes som Funktioner af < 3 . 
Lad a > i vaere fast. Jeg betragter da fprst den farste Faktor 

(i +p 1 ~°e^). 

Varierer cp x her fra o til 2n, gennemlaber det Punkt, som i den 
komplekse Plan svarer til Tallet i + Pi~° ^ ajensynlig en Cirkel med 
Centrum i E og Radius p{~*. Lad P x vaere denne Cirkels Skaerings- 
punkt med Halvlinien L. Jeg vaelger da <p x lig Vinklen fra OE til L\ 
efter dette Valg af cp t vil da det Punkt, der svarer til Tallet 

p A = I e^i 

netop vaere Skaeringspunktet P x . Efter at q> t hermed er fastlagt, 
betragter jeg nu Produktet af de to farste Faktorer 

(I +p 1 ~ a *%) (i = Pi-^(i +p i ~ e e 1 *). 

Varierer q> s her fra o til 2n, gennemlaber det Punkt, der svarer til 
Tallet 

ojensynlig en Cirkel med Centrum i Punktet P 1 og Radius p x ■p B ~ tt . 
Lad P % vaere det paa Figuren angivne Skaeringspunkt mellem denne 
Cirkel og Linien L (d. v. s det Skaeringspunkt med stprst Afstand fra 
Punktet E). 

Jeg vmlger da cp 8 lig Vinklen fra 0P t til L. Dette Valg af 9* 
er ojensynlig truffet saaledes, at det Punkt i den komplekse Flan, der 
svarer til Produktet 

(1 +pr a e*n)(i +/,-> ***) 

netop bliver Punktet P v Paa denne Maade fortsaetter jeg, bestemmer, 
efter at cp t og <p s nu er fastlagte, q> 8 saaledes, at det Punkt P B , der 
svarer til Produktet af de tre forste Faktorer 
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(t |-/ | - rt < l, Tt)(i +/>., «d-'‘P»)(i +A “***) 

ligeledes falder paa Linien L, o. s. f. Paa denne Maade bestemmes 
succcssivt alle Tallene <p la <p 8 , tp n , ••••, og jeg setter da, som 

ovenfor sagt, / (d) lig det uendelige Produkt 

00 

n=l 

hvor cpi, cp s , , cp„, er bestemt paa den ovenfor omtalte Maade. 

Dette Produkt er, paa Grund af d>i, konvergent; falgelig naermer 
det Punkt P n , der svarer til Produktet af de n f0rste Faktorer, sig, 
naar n vokser i det uendelige, til et bestemt Graendsepunkt P, nemlig 
til det Punkt P, der i den komplekse Plan svarer til det gennem det 
uendelige Produkt 

00 

J^[(i + A "/**) 

n — 1 

bestemte Tal /(d). Da, for alle »=i, 2, 3 ••*•, P n ligger paa 
Linien L , maa Graendsepunktet P ogsaa falde paa Linien L. 

Hermed er Produktet /(d) og dermed det tilsvarende Punkt i den 
komplekse Plan P= P{< 3 ) bestemt for alle d> 1. 

Varierer nu d fra +00 til 1, bevaeger Punktet P sig paa Halvlinien L, 
og man kan let vise, at Punktet P under denne Variation af d kon- 
tinuert gennemlaber hele Halvlinien L bevaegende sig fra Punktet B 
ud i det uendelig fjerne. Falgelig maa for en vis Vterdi af <J>i 
Punktet P falde sammen med det givne Punkt Z t d. v. s. der existcrer 
et vist Tal d > 1 saaledes, at /(d) = a. Hermed er Hjaelpesmtningcn 
bevist, d. v. s. det er bevist: Til ethvert Tal 0 =(= o svarer der ct 
reelt Tal d> 1 og en reel Talfelge <p t , q> a , • • • • , <p n > * • • • saaledes, at 
Produktet 

00 

J^J(i + A" ,<, ' tPn ) — 0 - 

n — 1 

Hermed er den farste Del af Beviset fuldfart. 

Jeg gaar nu over til at skitsere den andcn Del af Beviset, der kan 
betegnes som Overgang fra Produktet 
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JJ(i +A“* «■«■). 

m=»l 

hvor tp*™* er vilkaarlige reelle Tal, til Produktet 

^-nc+A-A), 

n—l 

hvor p m * alle er Funktioner af den ene reelle Variable t. 

Lad * =)= o vaere et givet Tal; vort Maal er jo da at bevise 
Eksistensen af et Tal j 0 = tf 0 + it o> for hvilket d„ >■ i og 4 (s 0 ) = s. 

Inden jeg gaar over til at fdre Beviset herfor, vil det imidlertid 
vaere nodvendigt farst at bevise falgende mindre udsigende Saetning: 

Lad s =j= 0 veere givet; der eksistercr da en saadan paa den reelle 
Akse vinkelret Lme 0 = <3 0l hvor ct Q > i, at 4 (s) paa denne Lime 
kommer vilkaarlig nar til z, d. v. s. saaledes, at Uligheden 

1 4 (<J 0 + »V) — £ I < e 

for ethvert e > o har en reel Lesning t = t 0 . 

Dette bevises saaledes: 

Til det givne Tal s =|= o bestemmes, hvad der i Falge Bevisets 

forste Del er muligt, et reelt Tal <J 0 og en reel Talfalge cp x , cp 3) , <p„, 

saaledes, at 

00 

jPJt 1 +p n - a °e t **) = ~ 

n™l 

Jeg paastaar da, at det herved bestemte Tal d 0 opfylder den 
stillede Fordring, d. v. s. at 4 (j) paa Linien d = d 0 kommer vilkaarlig 

naer til g, eller, som jeg her hellere vil udtrykke det, at —— paa 

£(•*) 

Linien d = d 0 kommer vilkaarlig naer til I. Hvis jeg kunde bestemme 

et reelt Tal t saaledes, at, for alle n— i, 2, , Tallet = n — t log/„ 

var lig med det faste Tal cp n , vilde for dette / 

00 

4 (d 0 + it) =n ( 1 + A_ °° ^ 

/l"l 
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vaere najagtig lig tried — > og jeg vilde da umiddelbart vaere ferdig. 

At bestemme et saadant t er imidlertid i Almindelighed ajensynlig 
ikke muligt, thi dette ene Tal t skulde jo tilfredsstille uendelig mange 
Ligninger, nemlig samtlige Ligninger 

31 — / log pn = (»=I, 2, 3, )• 


Derimod kan jeg, idet jeg benytter en Saetning fra de Diophantiske 
Approximationers Teori og paa ret karakteristiak Maade gar Brug 
af, at de i £Funktionens Produktfremstilling indgaaende Tal /„ nctop 
er Primtallene, bevise, at det til ethvert selv nok saa start hclt Tal N 
og ethvert selv nok saa lille Tal s >0 er muligt at bestemme et 
Tal t saaledes , at Uligheden 

|p„ — Cp„|<6 

er opfyldt for alle « = 1 , 2 N\ med andre Ord, jeg kan be- 

stemme et Tal t saaledes, at, for et vilkaarligt stort Antal N, de N 
farste Starrelser fi*. , Pn afvigcr vilkaarlig lidt fra de givnc Tal 

<Pn <P»* — > V s - 

Men heraf falger let, at 

/u=l 

kommer vilkaarlig naer til det givne Tal thi jeg behaver blot fars 
at bestemme N saa stor, at Restprodukterne 


JJ(i +A og JJ(i +A _<To ^ n ) 

n—N+1 n^-N+1 

ingen Rollc spiller, og dernsest at vaelge t saaledes, at 

N 

n**-l 


AT 


ligger vilkaarlig naer ved 
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hvad jeg ojcnsynlig kan opnaa ved at vaelge t saaledes, at, for alle 

» = i, 2 N, afviger viikaarlig lidt fra det givne Tal <p„. 

Falgelig kan jeg ved passende Valg af t bringe 

00 

Jtonl 

viikaarlig naer til 

00 

rml 

men dette sidste Produkt er jo netop lig med det givne Tal -• 

Hermed er den anden Del af Beviset fart, d. v. s. det er bevi 9 t: 

Svarende til eikvert * 4:0 eks isterer der et Tal C 0 > I saaledes , 

^ (®) P&& Linien o = o 0 kotntner viikaarlig near til a, d. v . s. saa- 
ledes, at 

m=i 

paa Linien o = O 0 antager numerisk viikaarlig store V tardier. 

Jeg gaar nu over til den tredie og sidste Del af Beviset, nemlig 
til at bevise: antager i Halvplanen <J> i enhver fra o forskeUig 

Veerdi a. 

For Simpelheds Skyld vil jeg her antage a 4: 1 (Tilfeldet g = 1 
krsever en s^rlig i 0 vrigt ikke vanskelig Behandling) Lad 09 antage 
Saetningen urigtig d. v. 9. lad os antage t, (j) 4= a for 0 > 1 ; jeg vil vise, 
at denne Antagelse forer til en Modstrid. Jeg betragter Funktionen 


g{s)=; 


'?W-» 

Da i F 0 Ige vor Antagelse ?(*) + , for 0 >i, er denne Funktion g(s) 
regulaer for 0 > 1. w 

1 ,?, Dd ^ ere * r ’ for tilstraekkelig store 0, ^(j) begrmndset (d. v. s. 
I Konst.), da limi£(j) = 1 og * 4= 1. 

Derimod eksisterer der i Falge Bevisets anden Del et Tal d 0 > 1 

saaledes, at Funktionen g[s) =^~j ikke er begrmndset paa selve 

eksi3terer der ^ Tal 0^1 (bestemt ved et 
Dedekindsk Smt), saaledes at g(s) er begnendset for 0 > <3, + e 
denmod ikke begraendset for cj><j 1 _ 8# 1 * 



OM DEN RIEMANN'SKE FUNKTION ? (<* + *0 I HALVPLANEN <*> 1. 
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Heraf f 0 lger imidlertid ved Hjaelp af kendte Ssetninger fra den 
nyere Funktionstheori, at Funktionen £*(,?) for d>d t — e heller ikke 
kan vaere begraendset nedadtil , d. v. s. at g[s) for d >■ d t e antager 
nutnerisk vilkaarlig smaa V&rdier . Men dette er ojensynlig ikke 
Tilfaeldet, thi, idet e taenkes valgt saa lille, at d A — e> i, er som 
bekendt £(j) begraendset for d>d t — e, d. v. s. der eksisterer en 
positiv Konstant K saaledes, at 

\Z{s)\<K for d>d 1 -e; 


f 0 lgelig er for d > d t — 8 


kWI = 


sw-* 


nwi+i4 > ^+i«r 


d. v. s. g{s) antager ikke numerisk vilkaarlig smaa Vaerdier for 
a>a 1 — e. 

Vi er saaledes f0rte til enModstrid. Vor Antagelse g ($) = ^ 

regulaer for d> I, d. v. s. K (s) + a for (J > I maa felgelig have vasret 
urigtig, d. v. s. X,(s) antager i Halvplanen cf>i enhver fra o for- 
skellig Vardi 1 ). 


■) Angnnendo de nrcrmero Enkclthcdcr ved del oven for skitscredo Bevis ligoaom 
angaaende Beviset for, al S-Funktlonen i Halvplanen a > i antager enhver fra o for- 
akellig Vscrdi endog utndclig mange Gauge } skol jeg hcnvise til en Af handling: 
Cfbtr das Verhalien von S (j) in der Halbtbme « > i, som Bnaresl vil frcmkomme i 
»Nachrichtcn d. Kgl. Gcs. d. WisscDsch. zu Gttttingenc. 




ETT AXIOMSYSTEM FOR DEN EUKLIDISKA 
GEOMETRIEN. 

Al' 

T. BROD^N. 

1. FQr ca. 20 ar sedan' (1890) uppstallde och publicerade jag ett 
geometriskt axiomsystem '), som bade genom den allmanna tendensen 
och genom ofverunsstammelse i vissa detaljcr erbjudcr berdringspunkter 
med senare framkomna axiomsystem, sasom dot bekanta af Hilbert 
samt af Veronese, Pieri , B. Lein m. fl. Men min publikation blef helt 
naturligt foga bekant, dii den placerats i en avensk pedagogisk tid- 
skrift. Jag skulle dock tro, att den iortjanat atminstone nagot storre 
uppmarksamhet, alldenstund det dhri angifna axiomsystemet, trots alia 
beroringspunkter med senare uppstallda system, dock i forMllande till 
dem intager en ganska bestamd sarstallning. 

Dii jag nu ber att for kongressen fil redogora for mitt system, bor 
jag pa forhand namna, att jag i vissa afseenden nu ger det en annan 
och, som jag tror, battre form an den ursprungliga. 

Den forsta grundtanken i det heia ar den, att soka reducera de 
specilikt geometriske grundbegreppen till begreppet fiunkt samt ett 
begrepp, som innebar den minsta mojliga ansats till ett afstandsbegrepp. 
Och detta senare kan knappast blifva nagot annat an begreppet om 
likket i cifstand frhn cn och samma punkt , eller som vi for korthets 
skull vilja saga, omedelbar afstandslikhet. Och med denna utgdngs- 
punkt skola vi soka uppstiilla ett i mojligaste matto enkelt, naturligt 
och homogent system af axiom, hvilka dessutom hvar for sig aro 1 
mojligaste matto empiriskt evidenta. Om betydelsen haraf, sarskildt 

l ) Ora geometrieaa ])riucipcr. Tetlngogisk lidsskrifL IlalrasUd 1890. 
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hvad angir den namnda begreppsreduktionen, skall jag efterit gora 
nigra korta anmarkningar, men Qfverglr nu direkt till redogorelse for 
axiomsystemet i friga. 

2. Det odefinierade begreppet, att punkterna A och B hafva 
samma afstind frln en tredje punkt P, tecknas symboliskt 

AP= BP [eller PA = PB). 

Kan till detta begrepp omedelbart knytas nigot axiom f Ja, det fol- 
jande, som mi benamnas: 


I. Fundamentalaxiom. 

Axiom i. Om AP = BP, CP = BP, si ar AP= CP eller i ord 
uttryckt: det galler vid omedelbar afstindsliktaet, att de som aro lika 
med ett och samma, aro sinsemellan lika. 

Ett omedelbart koroUarium haraf blir: de som aro lika med lika, 
aro sinsemellan lika. 

3. Enligt sakens natur ligger det nu narmast till hands att soka 
vinna en definition pH det allmitnna begreppet afst&ndslikhet AB — CD. 
En sidan skulle ju mojligen kunna formas sihar : AB — CD , om det 
existerar ett antal punkter P v P % P n , sidanna att 

AB = P l B, BP t = P 2 P V P n C = DC. 

Ett sidant satt att stalla saken skulle dock sakerligen medfora en 
betydlig komplikation. Men man kan i stallet gora si, att man i 
fbrsta hand definierar afstindslikheten inom nigot lampligt partial- 
system, dar fbrhillandena aro jamforelsevis enkla, och darefter uppstiger 
till den fullt allmangiltiga definitionen. Detta kan ske genom foljande 
system af 


II. Axiom, som mdjliggdra det allmdima begreppet 
afstindslikhet. 

Axiom 2 . Orten for en punkt P, sidan att PA = PB [di A och 
B aro tvi gifna punkterj, utgor mer an en punkt. 

Defimtton i. Denna ort (= detta punktsystem) benamnas ett plan J ). 

l ) t)enna definition ttr, som beknnt, af gammalt datum. Den fflreslogs bl. a. redan af 
Lelbnlt*. Likasfi den motsrarsnde.fbr rSta linien. 
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Axiom 3. Motsvarande mSngd inom ett plan utgor mer an en 
punkt. 

Definition 2. Denna punktmangd benSmnes en rat hnie. 

Axiom 4. Det motsvarande inom en rat linie utgores af en enda 
punkt , som Sr skiljd fr&n bl.de A och B (hvadan alltsa en rat linie 
bestir af minst tre punkter). 

Definition 3. Denna punkt kallas midtpunkten till A och B. 

Anm. I och genom Ax. 3 och Def. 2 Sr tydligen forutsatt, att 
hvarje rSt linie ingir som bestSndsdel i atminstone nigot plan. 

FBrsBkom nu definiera det allmSnna begreppet afstindslikhet i 
fr&ga on punkter pit en riit linie. Man skulle f6r detta Sndamil nog 
kunna anvanda det ofvannSmda interpolationsfbrfarandet i specialicerad 
form, namligen si, att de interpolerade punlcterna (/\, P% • • • ■) alia 
utom en forlades pi linien (blott vid speciella ligen for A, B, C, D 
skulle de alia kunna tillhBra linien). Men ett sidant forfarande skulle, 
om ocksi mojligt och kanske ur vissa synpunkter intressant, nSppeligen 
vara gagneligt fBr enkeltheten och elegansen i hela axiomsystemet. 
Men man kan i stallet forma definitionen si, att vid densamma endast 
punkter ph linien komma i betraktande, namligen helt enkelt pi fbl- 
jande satt: 

Definition 4. Pi en rat linie Sr AB = CD, om paren A, D och 
B, C eller A, C och B, D hafva samma midtpunkt. 

HSrtill fogas genast: 

Axiom 5 . Pi en rSt linie Sro de af9tind lika, som Sro lika med 
ett och samma. 

Till detta begrepp skola vi nu sdka iterfora det fullt allmSnna be- 
greppet afstindslikhet. HSrfor erfordras tvSnne nya axiom. 

Axiom 6. Genom tvi punkter hvilka som hSlst gir alltid itmin- 

stone nigon rSt linie (och siledes ochsi nigot plan, se anm. efter 

axiom 4). 

Axiom 7. Om P Sr en punkt pi en rSt linie, och A en punkt 

utanfor linien, si finnes alltid atminstone nigon punkt B pi linien, 

sadan att BP—AP. 

Nu kan definitionen i friga formuleras pi foljande sStt: 

Definition 5. Tvi punktpar A, B och C, D vare gifna. Man for- 
binde en punkt i det ena paret med en punkt i det andra, t. ex. A 
och C genom en rSt linie (ax. 6). Pi linien tagas sedan tvi punkter 
H och K si att HA = BA, KC= DC (ax. 7 )- 0m da ( enl - def< 4 ) 
HA = KC, si Sr afven AB = CD, 

Sasom axiom raiste Sfven nu tillfogas: 
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Axiom 8 . Det galler fullt allmant, att de afstind, som ato lika 
med ett och samma, aro sinsamellan lika. 

Af def. 4 och ax. 8 framgir sisom 

Korollarium Om vid gifna punktpar A y B\ Q D det i def. 5 an- 
gifna ftjrhillandet intraffar, da den forbindande linien valjas pi ett af 
de 4 mojliga satten och vid ett bestamdt val af punkterna H och AT, 
si intraffar detsamma vid hvarje annat val af hjalplinien och af 
punkterna H t K, 


4 . Harmed &r det fullstandiga -begreppet afstindslikhet fardig- 
bildadt. Och darmed ar i sjalfva verket en ganska betydlig del af 
axiomsystemet fardigt. De axiom, som ytterligare behofvas, aro af 
mycket enkel natur och utgora svar pi vissa frigor, som nu af sig 
sjalfva framstalla sig. Man kan lampligen dela dem i grupper pi fbl- 
jande satt. 


III. Axiom fAr individualisering af rat linie och plan 

(utgdrande en del af Hilberts fAxiome der Verkniipfung*), 

Axiom p. Genom tvi (olika) punkter gir aldrig mer an c?i rat 
linie (men' enl. ax. 6 alltid en). 

Axiom IQ, Den rata linie, som gir genom tvi punkter i ett plan, 
ligger helt och hillet i planet. 

Axiom 11, Genom tre punkter, som ieke ligga i en rat linie, gar 
alltid ett men endast ett plan. * 


IV. Symmetriaxiom. 

Under denna benamning kan man sammanfatta tvanne axiom, som 
i viss mening innebara en omvandning af de genom axiomen 2, 3, 4 
och definitionerna i, 2 faststallda forhillandena, och som kunna formu- 
leras pi foljande satt. 

Axiom 12 . Hvarje punkt M pi en rat linie bestammer en entydig 
symmetrisk (»involutoriskc) motsvarighet, vid hvilken motsvariga af- 
stind aro lika, och M ar den enda sjalfmotsvariga punkten. 

Anm, Pi grund af def. 4 ar detta fullkomligt likbetydande med 
fbljande: om M och A aro tva godtyckliga punkter pi en rat linie, 
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si finnes det en men endast en punkt B, sldan, att M ar midtpunkt 
till A och B. 

Axiom 13. Hvarje rat linie i ett plan bestammer cn entydig 
involutorisk punktmotsvarighet, vid hvilken motsvariga afstlnd aro 
lika och liniens alia punkter men inga andra aro sj ll (motsvariga. 

Anm. I. Detta innebar foljande: om i ett plan L ar en godtyck- 
lig rat linie och A en godtycklig punkt utanfdr linien, sa finnes det 
en och endast en punkt B i planet, sadan att BP = AP, om P ar en 
godtycklig punkt pi L. Men dette innebar Innu icke (Itmmstone 
icke omedelbart), att AC=BD, om B i denne mening motsvarar A, 
och D i samma mening motsvarar C. 

Anm. 2. En analog sats galler afven for planet och hela rymden. 
Men den bbr ej uppstallas som axiom, dl den fbljer af vlra bfriga 

axiom. 


V. Kontmuitetsaxiom. 

Vi hafva att efterstrafva ett medel att klassificera de olika punk- 
tema i rummet, och narmast pi en rlt linie genom deras olika rela- 
tioner til fasta punkter. En fast punkt ar hlvid icke tillrlcklig: man 
kommer dl blott till den nyssnlmda symmetrien. Annorlunda om 
man utglr frln to& fasta punkter, och dlrigenom kommer i tillfallc att 
anvlnda flere olika symmetrier. Lit 0 och P L vara tvl punkter pii 
en rlt linie. Dl ar enl. ax. 12 P t midtpunkt till O och en bcstamcl 
punkt P 3 , vidare P t midtpunkt till P t och P s o.s.v, Den harmed 
angifna proceduren ml korteligen kallas »successiv symmetribildning* 
eller, med vanligare uttryckssltt, »successivt afsattande af lika stora 
stycken*. Tvl fall aro nu tankbara: denna procedur leder fdrr eller 
senarc tillbaka till utglngspunkten O, eller icke. Vi lconstatera nu 
det senare, d, v. s. uppstalla axiomet: 

Axiom 14. Vid »successiv afsattning af lika stora stycken« Iter- 
kommer man aldrig till utglngspunkten (intet P n sammanfaller med 0 ). 

Anm. Detta blir den form, hvari det s. k. Archimediska axiomet 
nu kommer att upptrada. Hlrvid maste anmlrkas, att vi har tydligcn 
komma i kontakt med den nagot omtvistade fragan om de hclatalens 
begrepp. Axiomets ofvanstaende formulering ansluter sig till den 
uppfattning af talbegreppet, som grunder sig pa principen »fran « till 
w+i«. Och jag stannar atm. for tillfailet vid denna formulering, 
med reservation for mojligheten att ordna saken pa annat sltl 1 ). 

“"tj" Den formulering, som fUrekommer i min skrlft frln 1890, fmner jag numeru vura 
otillfredsstfiJlandc. 
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Liter man emellertid punkten 0 betecknas med o, punkten P x med i, 

kommer hela det erhiUna systemel 0 , P v P 3 att motsvara den 

positiva heltalsserien, och detta pi sadant satt, att tvi punktpar, 
hvilkas motsvarande tal hafva lika differensef, ocksi hafva lika inbor- 
des afstind. Genom att ersatta med dess i afs. pi 0 symmetriska 
bildpunkt, erhiller man ett nytt punktsystem, motsvarande den nega- 
tiva heltalsserien. Medelst axiom 4 kommer man sedan till punkter 
motsvarande andliga dualbrik (dar talet2 spelar samma rol, som talet 
10 ved decimalbriken), med samma ofverensstimmelse mellan afst&nds- 
likhet och likhet i taldifferens, som nyss. 

De hittills uppstallda axiomen jamte nedanstiende axiom 16 firo 
tillrackliga fbr grundlSggning af en »euklidisk« geometri. Men icke 
forty kvarstir en viss obestamdhet. Systemet kan vara i modem 
mening kontinuerligt, men behofver icke vara det: vid gifven enhet 
och gifvet ratvinkligt koordinatsystem kunna punktmotsvarigheter sak- 
nas till andra tal an de namnda dualtalen (inch de hela talen) och 
vissa af kvadratrotsform. F8r att etablera den varkliga kontinuiteten, 
miste men tillfoga annu ett axiom, som man med Hilbeit lampligen 
kan kalla > fullstandighetsaxiom « . Detsamma kan formuleras pi olika 
satt 1 ). Vi anfora icke har nigon bestMmd formulering, utan anteckna 
blott sisom 

Axiom 15. Fullstandighetsaxiom. 


VI. Parallelaxiom. 

Annu erfordras ett axiom, motsvarande det euklidiska s. k. parallel- 
axiomet. Med det snafva begreppsforrid, hvarmed vi nu forsett oss, 
sti icke minga olika formuleringar af detta axiom till buds. Vi valja 
den foljande, som, di den direkt innehillar afstindsrelationer, snabbast 
leder till afstindsformlema (1) och (2) och mojligen afven ur andra 
synpunkter har sina foretraden: om i ett plan tvi punkter A och B 
ligga symmetriskt til en rat linie, si bilda otriga till samma linie hijr- 
ande symmetriska par med samma inbordes afstind som A och B 
tvi rata linier, eller korteligen (med anvandning af uttrycket » axial 
sjrmmetri* fbr den i axiom 13 faststallda symmetriska motsvarigheten) : 

Axiom 16. Vid den axiala symmetrien i ett plan bilda ekvidi- 
stanta symmetriska par tvi rata linier. 

l ) X min sltrift af 1890 finnea en dyUk formulering angifven. Hilierl har fflrat i andra 
upplagen af »Grundlagen etc.* npptagit ett dylikt axiom. 
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5. Det skall nu visas, at de uppstallda axiomen aro tillrackliga 
for crhallande af den inom den euklidiska geometrien gallande afst&nds- 
formcln och darmed ocksi tillrackliga for denna geometris grund- 
lsiggning. 

Vi hcllla oss fc5r9t i planet. Mot en rat linie svarar vid den axiala 
symmetrien tydligen en annan rat linie, som rikar den forstnamnda 
pa symmetriaxeln, ifall linieraa rlkas alls. Och en rat linie, 90 m for- 
enar tv a. symmetriskt hophorande punkter, motsvarar sig sjalf. Vi 
siga, att den Hr "vinkelrat mot axeln. Tydligen gir genom en punkt 
u tan for axeln en men endast en mot densamma vinkelrat linie (ax. 6, 
9 och 10 ). Detsamma galler afven om en punkt p& axeln. Men detta 
behofver bevisas. 

Vi bevisa forst, att egenskapen » vinkelrat* Sr reciprok, si att om 
en linie (B) ar vinkelrat mot en annan (A) — BJ_A — , afven A ar 
vinkelrit mot B. B bar tydligen en gemensam punkt (>skaraings- 
punkt*) med A, namligen midtpunkten till tv! pi B liggande, med af- 
seende pi A symmetriska punkter. Tag tvi godtyckliga sidana P 
och P', och lit midtpunkten heta 0. Tag vidare pi A de tvi punk- 
ter R och S, for hvilka RO = SO = PO = P'0. Punktema P och 
R bcstiimma en axial symmetri, hvars axel, di PO = RO, gir genom 
0. Likasi bcstiimma S och P en symmetri med axel genom 0. Vid 
den forstnamnda symmetrien svarar P mot R, och alltsi, di 0 ar 
sjalfmotsvarigt, linien B mot linien A, samt P mot 5. Vid den 
senare svarar 5 mot P, A mot B. Sam mans attar man bagge, fis en 
afstindsbibehillande motsvarighet, vid hvilken linieraa A och B aro 
sjnlfmotsvariga, men si att endast punkten 0 motsvarar sig sjalf, 
under det P svarer mot P, R mot S, och siledes pi hvardera linien 
tvi motsvariga punkter alltid ligga symmetriskt till O. Sammans&ttas 
slutligcn denna motsvarighet med den ursprungliga symmetrien, hvars 
axel var A, framgar tydligen en afstindsbibehillande motsvarighet, vid 
hvilken hvarje punkt af linien B ir sjalfmotsvarig, samt linien A sam- 
nianbindcr hophorande punkter. Alltsi ar A I B. 

llaraf Itiljer nu latt, att genom hvarje punkt ( 0 ) pi en rat linie (A) 
gir en mot henne vinkelrat linie. Ty symmetriaxeln ( B ) till tvi god- 
tyckliga, med afseende pi 0 symmetriskt belagna punkter af linien A 
gir genom 0, och A ar vinkelrat mot B, alltsa afven B mot A. Men 
vidare kan genom O icke ga mer an en mot A vinkelrat linie. Ty 
funnes flerc, skuile A vara vinkelrat mot dem alia, och saledes tvi 
till O symmetriska ^-punkter motsvaras af flere symmetriaxler (emot 
ax. 3 och def. 2 ). 


9 
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Harmed Sr mdjligheten af »ratvinklige koordinaterc gifven. Sedan 
man valt tvi axlar och en langdenhet, kommer mot hvarje punkt i 
planet att svara tvi reella tal x och y. Detta inses utan vidare. Att 
omvandt, vid forutsattning af fullstandighetsaxiomet, mot hvarje talpar 
svarar en bestSmd punkt, fSljer daraf, att tvi ratte linier, som aro 
vinkelrata mot hvar sin af axlaraa, di alltid hafva en gemensam punkt, 
hvilket iter inses pi fbljande satt. Betraktom tvi rata linier, L och 
L\ som med afseende pi ^axeln utgora en ort fi>r ekvidistanta sym- 
raetriska punkter. Dessa linier miste rika j/-axeln, emedan darpi 
miste finnas tvi till 0 symmetriska punkter med samma inbordes 
afstind som tvi uppgifha punkter, hvilka som halst. L och L! miste 
ocksi vara vinkelratta mot ^axeln. Ty deras egenskap att i forhil- 
lande til *-axeln utgora en ort fSr ekvidistanta symmetriska punktpar 
rubbas tydligen ej vid den symmetriska transformation, hvars axel Mr 
j'-axeln. Och di L och L! vid denna icke kunna motsvara hvarandra 
eftersom de skira 7 -axeln i olika punkter, si miste hvardera vara 
sjSlfmotsvarig, d. v. s. vinkelrat mot ^y-axeln. Men jy-axeln ar en god- 
tycklig linie, vinkelrat mot#-axeln. Alltsi: om tvi linier med afseende 
pi en tredje [A) utgora ort for ekvidistanta symmetriska punkter, si 
aro de vinkelrata mot hvarje linie, som ar vinkelrat mot A. Omvandt 
galler det ocksi, att om en linie ar vinkelrit mot en annan, och denna 
iter mot en tredje (A), si bildar den forstnamda jamte dess i afs. pi 
A symmetriskt motsvariga i fbrhillande till A en ort for ekvidistanta 
symmetriska punktpar. Detta visas si latt, att vi ej utfbra beviset. 
Och di, sisom nyss pipekades, en linie, som tillhdr en dylik ort, 
miste rika hvarje mot symmetriaxeln vinkelrat linie, galler det tyd- 
ligen, att tvi rata linier, som aro vilkelrata mot hvar sin af tvi in- 
bdrdes vinkelrata linier, hafva en gemensam punkt. Hvilket ju nu 
skulle bevisas. 

Begreppet parallelism kan nu, om man si vill, definieras si, att 
tvi linier aro parallela, om de aro vinkelrata mot en och samma. 

Pi ett si enkelt satt, att det ej torde behofva narmare utforas, 
kommer man nu till begreppet om planets »fbrskjutning pi sig sjilfi 
langs ;r-axeln eller jy-axeln, analytiskt represenderad genom relationen 
* = x i + h reap, y = y x + liksom ifven begreppet flyttning af origo. 

F 6 r att nu komma till »ekvationen fbr en rat linie «, anmarka vi 
fbrst att tvi punkter och ( — — y^) ligga i rat linie med 

origo ( 0). Detta inses silunda. Punktema och (x u — jj/J, kor- 

tel P och P' i ligga symmetriskt till *-axeln. Detta galler darffcr 
afven om liniema OP och OP. De punkter, K och 7 ?, som pi dessa 
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linier ligga symmetriskt till P resp. P', med afs. pa O (si att OP = 
— OP = OP' — OR) aro darfor ocksl symmetriska til ar-axeln. Men 
P och R resp. P' och P motsvara hvarandra ocksl med afseende pi 
cn viss linie genom 0 (annan an jr-axeln) som symmetriaxel. I for- 
hlllande till samma linie bilda afven midtpunkterna till P och P' resp. 
R och P ett symmetriskt par. Men dessa midtpunkter tillhora ar-axeln. 
Denna ar alltsa vinkelrat mot den namnda symmetriaxeln, som folji 
aktligen sammanfaller med .y-axeln. Punkterna P och R aro slledes 
( — — yi) och ( — x t , y ± ). Detta ar likbetydande med, att fa, jy x ) 
och ( — x u — y t ) ligga i rat linie med 0. 

Vi kunna nu uppstalla ekvationen fiir OP. Origo ml flyttas till R. 
Koordinaterna fSr 0 blifva dl fa, jy x ), ftjr P daremot 2X X , 2 y v Dessa 
bada punkters koordinater aro alltsl proportionella. Manfinner genom 
ett enkelt resonnemang, att detsamma galler for alia liniepunkter, 

hvilkas absdssor hafva formen (tn, n hela tal): fbrhlllandet 

mellan y och x ar konstant, d. v. s. liniens elevation ar 



atm. om blott nlmda abscissor afses. Och samma ekv. glller i sjalfva 
varket om liniens alia punkter, ehuru vi for korthets skull utellmna 
dot enkla beviset harfor. Ekvationen for en linie, som ej glr genom 
origo, fls genom koordinattransformation. 

F8r att nu komma till afstlndsformeln, observera vi forst, att pi 
en rat linie genom 0 icke blott jy-vardena, utan afven — blott pi 
tecknct niir — afstanden frln 0 (»radii vectores«) aro proportionella 
mot ar-vlrdena. Detta foljer enkelt dlraf, att OP — OR. Att harleda 
afstlndsformeln blir samma sak, som att best&mma det konstanta fSr- 
hallandet mellan radius vector [OP) och | x t | slsom funktion af x t 
och y v For detta andamll behofver man kanna ekv. for en rat linie, 
som ar vinkelrat mot en gifven linie och glr genom en gifven punkt, 
lit oss saga den, som glr genom 0 och Sr _]_ OP. Den kan Iter 
fls slhar. Tag forst den symmetri, som ofverfor OX (jr-axelns posi- 
tiva del) i OY (jy-axelns pos. del), och anvand sedan OY som symme- 
triaxcl. Den si sammansatta transformationen (som kan benamnas den 
»vridningc, som ofverfor OX i OY) ar en afstlndsbibehlllande osyra- 
metrisk transformation, som tydligtvis ofverfor OP i (halfdelen af) den 
mot OP vinkelrlta linien OQ. Ekvationen fbr OQ ar dSrfor tydligtvis 
antingen yy x = x x x eller yy t = — x t x. Men den forstnlmda ekv. 



t. brod£n : 


galler for den linie, till hvilken OP Sfvergir vid den axiala symmetri, 
som ofverfor OX i OY. Denna linie kan icke sammanfalla med OQ. 
Alltsi iterstir for OQ ekv. yy x = — x\x. Drag nu genom P linien 
I OP. Dess ekv. blir' 


y—yx = —j{x—x^. 

Satt bar y = o, si fis abscissan for liniens skiringspunkt T med 
ar-axeln: om vi tanka oss x x > o, blir 

OT—^i+Jl. 

Betrakta nu iterigen den symmetri, som ofverfor OX i OP. Vid den- 
samma mi P (pi OP) motsvaras af P x (pi OX), och T (pi OX) af 
T x (pi OP), hvarvid naturligtvis OP— 0P X , OT= OT x . Linien P x 2\ 
motsvarar linien PT och ar alltsi J_ OX (eftersom PT_j_ OP. Vi ha 
alltsi: 

OP _ OT x _ OT _ x\ +y* 
x x 0P X ~ OP ~ x x - OP ’ 

hvarur 

op=i*f+r, 

Genom koordinattransformation fls den allmanna afstindsformeln : 

W *■* = [*! — *i)* + (y t —y x )V) 

Detta i planet. Den i rymden gallande formeln 

to r * = (^ — *i) s + {y» — jKi)* + (s s — aj* 

kan man sedan fi fram genom en deduktion, som i visentlig min kan 

formas efter de 19 forsta propositionema i Euklides' elfle bok. 

I formeln (2) ligger hela den euklidiska (tredimensionala) geometrien 

mesluten, i den meningen, att allting kan darur hirledas, sedan man 

pi lamphgt satt definierat, d.v.s. till afstindsfdrhillanden iterrort de 

begrepp, med hvilka geometrien for ofrigt ror sig, sisom begreppen 

™ kd ’ yt “ nehai “■ fl - Huru detta lampligast bfir ske, skall hir icke 
afnandlas *). 

^ b*fantmM* ^° n ^° m ^ det mnntl, 8 a kongresafBredraget blotl i stlirsta kort- 
bet antyddes) iterfinne. i ragtt ddlj^dg form i min nppsalTwn l890 . 

) Jfr. >Om geometnens principerc, p. 20 — 22. 
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6. Det uppstallda systemet iir siiledes tillriickligt for crhallandc af 
den euklidiska geometrien. Ojiimforligt mer komplicerad ar — vid 
detta system, liksom alltdd — den omvanda fragan, otn alia axiomcn 
aro sasom sadana nodvandiga , d. v. s. af hvarandra oberoendc. Har 
skall i detta afseende blott foljande specialfraga beroras. 

Vi halla oss i planet , med bortseende fran de axiom, som blott 
anga. rymden. Finnes det nagot system, som uppfyller alia dc plana 
axiomen utom 14 och 15? Och finnes det rentaf nagot iindligt system 
af denna beskaffenhet? 

Ett sidant kan fils sahar 3 ). Vi taga 9 punkter och ordna deni 
sasom i en determinant: 

123 
4 5 6 

789 

Och vi saga vidare, att afstandet mellan tva punkter ar = a , om dc 
ligga pa samma horisontal- eller vertikalrad, men = b , om dc ickc 
gora det. Vi saga dessutom, att tre punkter bilda cn rat linie, om 
de antingen utgora en horisontal- resp. cn vertikalrad eller motsvara 
ett element i determinanten. Man filr dii 12 »rrita linierc. Gcnom tvii 
punkter gar alltid en linie. Tag cn bestamd siidan. Da finnas 6 punk- 
ter, som icke ligga pa linien. Dessa ordna sig i 3 par, som i ofvan 
angifven mening ligga symmetriskt till linien, enligt foljande schema: 


— 

— * — 

* ■ - 

- 

Rftt linio 

Syinm. par 

Rftt linie 

Symm. par 

I 2 3 

47. 58. 69 

1 5 9 

24, 37, 68 

4 S 6 

17. 28, 39 

3 5 7 

26, 19, 48 

7 8 y 

> 4 . 25 . 36 

249 

15 . 38 , 76 

I 4 7 

23, 56, 89 

267 

35. 18. 94 

258 

> 3 . 46 , 79 

6 8 1 

95 . 27, 43 

369 

12, 45 . 78 

8 4 3 

75. >< 5 , 29 


Hvart och ett af de 36punktpar, som bfverhufvud kunna bildas bland 
de 9, lorekomnicr liar en och endast en gang: d. v. s. tvii punkter be- 
stamma alltid entydigt en symmetriaxel. Vidare ser man latt, att vid 
hvarje axel de tre symmetriska paren a ena sidan hafva samma inbor- 

Denna sak ftirekom icke i min tidligore akrift. 
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des afstind, i andra sidan fordela sig pi tvi rata linier (jfr. parallel- 
axiom et). Afven begreppct vinkelrathet kan definieras sasom ofvari 
(si blir t. ex. 249 J_ 843). 

Man skulle siledes bar kunna tala om ett andligt system, som vore 
»euklidiskt« (ax. 16 galler), men icke »arkimediskt« (ax. 14 galler tydl. 
icke). Att marka ar dock harvid, att tydligen ej halier ax. 7 galler, 
sivida man ej forutsatter b — a, hvilket symboliskt uttrycker, att alia 
afstind aro lika. Men antages detta, gallar hela virt plana axiom- 
system (ehuru vissa axiom och likasi def. 4 bli sisom ax. resp. def. 
ofverflodiga) x ). 

Fallet ar i och for sig tamligen trivialt. Men dess blotta mojlighet 
kan fdranleda foljande anmarkning. Som bekant har Hilbert angifvit 
ett oandligt System, dar alia hans axiom utom kontinuitetsaxiomen 
galla. Och man kan afven harvid stanna inom planet. Det kan nu 
frigas: satisfierar virt niopunktsystem (med a — b) de Hilbert’ ska 
plana axiomen, utom kontinuitetsaxiomen? Detta Sr icke handelsen. 
Ty dessa Hilbert’ska axiom ha redan till konsekvens, att en r&t linie 
innehiller oandligt minga punkter. Och ett specielt axiom, som stir 
i direkt strid med 9-punktsystemet, iterfinnes bland H.s »Axiome der 
Anordnungt, som rora sig om begreppet »mellan«, hvilket hos H. 
spelar rollen af grundbegrepp *) : af tre punkter pi en rat linie ligger 
alltid en bestamd mellan de bida andra. Alltsi itminstone om man 
stannar inom planimetrien, innehilla de Hilbert’ska axiom, som itersti, 
sedan kontinuitetsaxiomen frinraknats, nigonting mera an vira mot- 
svarande axiom. 

7 . Betraffande grundtanken att reducera de geometriske begreppen 
till de tvi: punkt och »omedelbar afstindslikhet*. hafva Veronese och 
Ptert haft yttranden i riktning af mojligheten haraf, men ingen af dem 
har, si vidt jag vet, genomfdrt denna tanke. Saken kan f. o. sagas 
framskymta redan hos Euklides (I. i 3). 

Jarate de tvi specifikt geometriske begreppen forutsatter virt system 
naturligttds afven vissa grundbegrepp af allmant logisk eller aritmetisk 
natur. Det skulle kanske ur mer an en synpunkt vara af intresse att 
narmare tillse, hvilken olika stallning olika aritmetiska begrepp intaga 
till virt system: somliga aro tydligen abstrakta grundbegrepp jamtede 


*) 


LSS V 0m d ' 9 " Umren P 1 ““P 1 ** ■*“ fBrdelai pE en allmiin 

Sen^fr 6 * n' 0a8PUnkter ’ k0mmR 3 punkter. ,bUda en rttl linie*, attvSrk- 
,maPDfir 154 ““** Men dett * *>• f- vtan n&gon betydelae. 

komma- ffert kan bo S re PP«‘ »mellan« fSrat sE amEningom in- 

korama. ttnrt faetsUUles, att nudtpunkten tiU^ ochi? ligger mellan^ och Bo. a. v. 
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rent geometriske, andra iterigen inkomma genom formedling af dessa 
och vinna diirigenom sin konkreta geometriska betydclse. 

Till forebyggande af mojligt missforstand, mil uttryckligen framhallas, 
att det icke ar min mening beteckna sasom ett logiskt fel att an vanda 
flerc »grundbegrepp« an nodigt: man ma nyttja hum manga som 
hiilst, blott sammanhanget mellan dem faststiilles genom vederborliga 
axiom. Men a andra sidan kan ett axiomsystem, diir axiomen, pa 
satt som ofvan skett blifvit si att siiga »renodlade«, hafva sin siirskilda 
betydelse med afseende pi utrcdningen af geometriens fundament. 
Och denna betydelse kan tilliifventyrs vara iifven af mera allmant 
miingdteoretisk eller t. o. m. kunskapateoretisk natur. Harom skall jag 
dock icke har niirmare yttra mig. Icke halier skall jag nu ingil pi 
nigra betraktelser bfver det ofvan anfbrda systemets relationer till K. 
Th. Valilen's *abstrakta geometri* (Leipzig, Teubner 1905), diir forf. 
vill reducera de specifikt geometriske grundbegrcppen till det cnda 
begreppet punkt. 

Betraffande lamplighcten af att soka tilliimpa den moderna geome- 
triska kriticismen inom det rent pedagogiska omradet, ar jag for min 
del ganska skeptisk. Men vill man ofverhufvud nilgot dylikt, kan ma- 
hiinda jifven det har gifna axiomsystcmet fortjiina att i nilgon min 
komma i betraktande. 

I det hela torde det kunna sagas, att detta system hr ett bland de 
si att siiga stramaste, mest rakt pi saken gaende, som ofverhufvud 
kunna tankas. 
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ED en harmonisk Funktion 
Ligning: 

^ ,u-» + 


forstaas ct Integral til I^aplace’s 

<v + ~ °* 


Denne Ligning spillcr som bekendt cn ovcrordentlig storRollc for 
mange Grene af Fysiken, og den cr derfor Gcnstand for mangfokligc 
Unders0gelscr. De flestc af dissc har det til failles, at dc Variable 
antages at vaere recllc, og at Integralcrnc soges saalcdes bestomt, at 
visse Gnensebetingelacr bliver opfyldt. Paa denne Maado har mail 
faact mange Oplysningcr otn Integralernes kvantitativc Kgenskabcr, og 
man har i mange Tilfseldc kunnet angivc Former, under hvilke visse 
Integraler kan udvikles i Rrckke. 

I en niaerkelig Modsastning til den store Masngde Rcsultatcr af 
almindelig Natur, man cr naat til, staar den Omsticndighcd, at man i 
Virkelighedcn kun kender el meget lillc Antal specie lie harmoniske 
Funktioncr, kender dem i den Forstand, at man cr i Stand til at angivc 
deres analytiskc Natur. 

For Studict af dc harmoniske Funktioncr er dette ct Savn, hvilket 
indses, naar man erindrer den Nytte, man har haft al dc simplcstc 
analytiskc Funktioncr af I Variabel ved Udlcdclscn af dc altnindeligc 
Saetninger om saadanne Funktioncr. Vcd Funktioner som de, der 
her er Talc om, med tre Variable, der hver for sig skal kunne 
variere i den komplekse Plan, maa man vente, at de analytiske Egen- 
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skaber f. Eks. Singulariteternes Natur, vil vise en overvaeldende Mang- 
foldighed, og det vil derfor vaere saa meget mere nyttigt at kunne 
disponere over omfattende Klasser af specielle Funktioner, hvis analytiske 
Bygning man er i Stand til at angive. 

Jeg bar stillet mig den Opgave at finde saadanne Klasser af Funk- 
tioner, idet jeg vilde forsage at generalises de plane, harmoniske 
Funktioner. Disse tilfredsstiller Laplaces Ligning i Planen: 

b*u b a u _ 
bx 3 by 3 ~ 

Ssettes : 

... T . . % = •*+*>: n, = x—iy, 

bliver Lignmgen: 

b*u _ 

~ °’ 

som giver: 

® =/(%) + Wn*/> 

hvor / og i|> er arbitrsere Funktioner. 

Man ser herved, at Laplace’s Ligning i dette Tilfelde har den 
Egenskab, at der Andes saadanne Integraler, at enhver Funktion deraf 
atter er et Integral ’. i'll er et Integral, og det er, som man ser, ogsaa 
/(Hi)- Findes der Lasninger af denne Art til Laplace’s Ligning i 
Rummet? 

Lad r\ vaere en harmonisk Funktion og F(r\) en vilkaarlig Funk- 
tion af t\. Man har da: 

* = ((§)’+ (§)’+ (S)') ^(n) + ^(D An- 

Hvis nu, foruden tj, tillige F(r\) skal vaere harmonisk, maa falgende 
to Ligninger vaere tilfredsstillet: 

^>=*(£)’ + (§M£)'=°- 

Ser vi paa den sidste Ligning og antager, at u = c er et Integral, 
saa viser det sig, at Flademe u = c enten er Planer, der berorer den 
uendelig fjaerne, imaginsere Cirkel — en saadan Plan kalder jeg en 
Nulplany idet den almindelige Betegnelse Minimalplan synes mig uheldig 
eller udfoldelige Flader, der indeholder den naevnte Cirkel. Saa- 
danne udfoldelige Flader kaldes Nuljlader. Tillige benyttes Betegnelsen 
Nullinje for en ret Linje, der skaerer den uendelig fjasme Cirkel, og 
Nulkurve for en Kurve, hvis Tangenter er Nullinjer. 
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Man finder derpaa, at naar begge de anforte Ligninger skal vaere 
tilfredsstillet, maa Fladerne i) = c veere et System af Nulplaner. Lig- 
ningen for et saadant System kan gives Formen: 

s — ax+$y + y, 

hvor <x, p, y cr F unktioner af r\, og a og p tilfredsstiller Ligningen : 

a* + p a + x = o. 

Bestemmer man altsaa r\ som Funktion af x,y,s ved en vilkaarlig 
Ligning af denne Form, vil r\ vaere en harmonisk Funktion med den 
Egenskab, at enhver Funktion af den atter er harmonisk. 

Bestemmer man ved to Ligninger af denne Form to saadanne har- 
moniske Funktioner % og tfo, vil 

P =/(%) + ^ (n a ). 

hvor y og er arbitraere Funktioner, vaere harmonisk. Herved er vi 
kommet til en temmelig omfattende Klasse af harmoniske Funktioner, 
der, maerkelig nok, ikke synes at vaere underscgt i sin Almindelighed. 

De to harmoniske Funktioner % og r\a ses at have den Egenskab, 
at der iblandt Funktionerne af dem findes uendelig mange, som atter 
er harmoniske. Herved ledes man til at stille den almindelige Opgave 
at bestemme alle Par af harmoniske Funktioner Pi og pa med den 
Egenskab , at der iblandt Funktionerne af dem: F (p 1 , pa) findes uendelig 
mange , som atter er harmoniske. 

Denne Opgave kan loses, idet man er i Stand til at angive alle 
Klasser af saadanne Funktioner. For de fleste Klassers Vedkommende 
kan man give Udtryk for de harmoniske Funktioner; kun ved en 
Klasse er dette ikke muligt, her kan man vel give Udtryk for uendelig 
mange af de harmoniske Funktioner; men den almindelige Losning 
afhaenger af en lineaer, partiel Differentialligning af anden Orden, som 
kun i specielle Tilfaelde synes at kunne integreres fuldstaendigt ved 
bekendte Methoder. 

Lad os antage, at der foreligger to harmoniske Funktioner med 
den angivne Egenskab: p A og pa. Ved Ligningerne pi = : c x , pa = 
bestemmes der en Kongruens af Kurver, og enhver Flade, hvis Ligning 
kan gives Formen /(pi, Pa) = c , siges at hore til Kongruensen. Kon* 
gruensen skal nu altsaa vaere saaledes, at der iblandt de tilhorende 
Fladesystemer findes uendelig mange harmoniske o: saadanne, hvis 
Ligning har Formen F = r, hvor F er en harmonisk Funktion. 
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Det viser sig nu, at der til en saadan Kongruens tillige ntaa litre 
et eller to Systemer af Nulflader, enten Nulplaner eller udfoldelige 
Nulflader. 

Denne Ssetning darmer Gfundlaget for L0sningen og tillader simple, 
geometriske Definitioner af Kongruenseme. 

Farst betragtes det Tilfmlde, hvor der til Kongruensen harer to 
Systemer af Nulflader; der gives da falgende Arter. 

a ) Begge Systemer er Planer. 

Lad deres Ligninger vaere: 

a = a t x+ fay + Yl med a? + 3? + i = o 

og 

s = a i x+p a y + y i med a\ + |3J + i = 0 , 

idet a,, Yl er Funktioner af ru, ctj, p s , Ys Funktioner af r^. De har- 
moniske Funktioner har Formen: 

P =/(ni) + ^(n»)- 

• Det er dette Tilfaelde, vi har betragtet ovenfor. 

De to Systemer af Nulflader indhyller hver sin udfoldelige Nulflade, 
og Kongruensens Kurver kan defineres som Nulflademes Faellestangenter. 

Specielt kan de to Nulflader falde sammen til en, og Kongruens- 
lmjerne bliver da Dobbelttangenterne til denne. Hvis saaledes Nul- 
fladen er enKegle, vil Kongruensen bestaa af aUe rette Linjer igennem 
Toppunktet. Fjmmer Toppunktet sig i det uendelige langs en Linje, 
som ikke skaerer den uendelig fjjerne Cirkel, vil Kongruenslinjeme alle 
komme til at staa vinkelret paa sammePlan, og vi kommer da tilbage 
til de plane, harmoniske Funktioner. 

b) Kun det ene System af Nulflader er Planer. 

Det viser sig, at Planerne maa vsere parallele, medens det andet 
System af Nulflader dannes af Kegler med Toppunkter paa en vil- 
kaarlig Kurve. 

c) Intel af Systememe er Planer. 

Hvis det ene System bestaar af Kegler, maa det samme vjere Til- 
faeldet med det andet. Keglemes Toppunkter ligger paa en ret Linje, 
og Kongruenskurverne er Cirkler, hvis Centrer ligger paa denne rette 
Lmje, og hvis Planer staar vinkelret derpaa. Til denne Klasse horer 
alle Potentialer, hvis Niveauflader er Omdrejningsflader, En mere 
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almindelig Klasse af Funktioner faas, naar man antager, at intet af de 
to Systemer af Nulflader bestaar af Kegler. For at faa en geometrisk 
Definition af de udfoldelige Nulflader, som da optraeder, kan man gaa 
ud fra deres Rebroussementskanter, der jo er Nulkurver. Det viser 
sig, at disse Rebroussementskanter er Nulkurver paa visse Flader af 
anden Orden. Disse Flader, der er Kegler eller Cylindre af speciel 
Art, liar den Egenskab, at de to Systemer af Nulkurver, som Andes 
paa dem ligesom paa enhver anden Flade, kan adskilles analytisk. 
Rebroussementskanterne til de udfoldelige Flader, som harer til Kon- 
gruensen, vil danne det ene System, medens det andet i Almindelighed 
giver en anden Kongruens. 

Dette Tilfaelde er det svaereste at behandle; de harmoniske Funk- 
tioner tilfredsstiller en lineaer, partiel Diflferentialligning af anden Orden 
med to Variable. De Flader af anden Orden, der kan blive lale om 
som Basrere af Rebroussementskanterne er Omdrejningskegler, Om- 
drejningscylindre eller paraholske Cylindre, hvis Frembringere er Nul- 
linjer. 

Hermed er alle Tilfaelde naevnt, hvor der til Kongruensen harer to 
Systemer af Nulflader. Tilbage staar altsaa de Tilfaelde, hvor der kun 
Andes et saadant _ System . 

Farst naevnes et Graensetilfelde, hvor dette ene System kan be- 
tragtes som dannet af to sammenfaldende Systemer af Nulflader. Sy- 
stemet bestaar af Nulplaner, der kan defineres som Tangentplaner til 
en vilkaarlig valgt udfoldelig Nulflade. Kongruenslinjerne vil vaere 
Nullinjeme i disse Planer. Til dennc Klasse af Funktioner harer New- 
tons Potential. 

Hvis der endelig virkelig kun findes et System af Nulflader, harende 
til Kongruensen, maa det bestaa af Kegler, hvis Toppunkter ligger 
paa en Kurve, der kan vaelges vilkaarligt. 

I-Iermed er naevnt alle de forskelligc Tilfaelde, der kan forekomme. 
De harmoniske Funktioner, som svarer dertil, kan enten bestemmes 
explicit, eller ogsaa tilfredsstiller de lineaere partielle Differentiallignin- 
ger af anden Orden med to Variable. Funktioncrne indeholder, lige- 
som i det plane Tilfaelde af Laplace’s I.igning, to arbitraere Funktioner, 
liver med i Variabel, og desuden indgaar der i visse Tilfaelde arbitraere 
Konstanter i Kongruensens Bestemmelse. 

Ud fra disse Funktioner, som i Almindelighed vil vaere imaginaere, 
kan man ved Addition danne uendelig mange andre, reelle eller ima- 
ginaere, harmoniske Funktioner. 



OM KRAFTFELT-FiENOMENER I KONTINUER- 
LIGE MATERIELLE MEDIER. 
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I tilslutning til almindelige betragtninger over kraftfeltfaenomener gav 
foredragsholderen folgende beviser for existensen av to analogier 
mellem hydrodynamiske og elektrostatiske kraftfelter. 

i. Almindelige forndscetninger. Lad a betegne elektrisk feltintcn- 
sitet (eller elektrisk kraft) og A elektrisk indnktion (ellcr polarisation 
efter Hertz' terminologi), E sand elektrisk tiLthed, og a dielektricitets- 
konstant. Med kj'endte vektorbetegnelser kan da de elektrostatiske 
feltligninger skrives 1 ) 

(i) A = cta 

(2) div A = E 

(3) curl a = o. 

I et felt, hvis geometriske egenskaber er beskrevet ved disse 
ligninger, optrseder cn mekanisk kraft hvis belob pr. volumenhed er 
givet ved formlcn 

( 4 ) f = a div A — 4a s v a - 

Denne kraft, som det elektriske system I udover, maa angribe et 
fremmed system II. Dette system II maa da udove den lige store og 
modsatte kraft 

(4') f' = — a div A + ia* v° 


’) Atigoaende lictcjjneUcmc se V, Rjerknts\ Die Kraflfelcler. Sene »Die Wiasen- 
schafLc Nr. 28 , Hmunschweig 19^9* 
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paa det elektriske system I, for at hindre de bevaegelser som oilers 
vilde opstaa under indvirkningen av kraflen f 

Det ved ligningeme (i), (2), (3) og (4) eller (4') karakterisorcdc 
elektrostatiske felt skal nu sammenlignes med bcvaegelscsfellet i en 
ideal vaedske. Denne vaedskes taethed skal vaere p, dens spccifikc 
volum x, altsaa 


(s) 



Hastigheden av et hvilketsomhelst punlct av vredsken skal vmre v, 
og produkt av hastighed og taethed, eller den specifike bevmgdses- 
maengde V, altsaa 

(6) V = pv. 


Trykket i vaedsken skal vaere p, og endelig skal de to tidsdcriverte, 

den »lokale« og den tindividuellec betegnes med ^ og . Den 

(V at 

bekjendte relation mellem dem er da 


(7) 


d 6 . 
^= 5 ? + V V- 


Vmdsken er under sin bevaegelse underkastet to bctingelser, be- 
tingelsen om massens bevarelse der udtrykkes ved kontinuitetsligningen, 
og den dynatniske betingelse der udtrykkes ved den egentligc be- 
vagelsesligning. Kontinuitetsligningen kan vi skrive i en hvilken- 
somhelst av de folgende to former 


( 8 ) 

eller 

(9) 


1 dx 

*s =dlvv 

-g = di»¥. 


At disse to ligninger er identjske toed hinanden, verificerea lot ved 
hjaelp av relationerne (5), (6), (7). 

sonfe* f SknV H bev *Selsesligningen betegner vi med f den kraft, 

sy^et I Med?!” VT* paa VffidSken ’ der belc 8 nes *«n 
kraft som vsedok T ^ betegnes den H S e store og modsatle 
, ’ “ v * dsken 1 udover mod det fremmede system II. Eftcrsom 

kgningen l sS^ “ d “ ** dh “ blir b ^gelses- 
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( 10 ) 

eller 

(to') 



— f. 





2. Farste hydrodynamiskt analogi. Vi skal vedtage at sammenligne 

f V (sp. bevaegelsesmasngde) med a (feltintensitet) 

^ \ v (hastighed) med A (induktion). 

Vi kan da forlange, at vaedskens bevaegelae akal foregaa i overens- 
stemmelse med folgende ligninger 


(“) 

( 12 ) 

( 13 ) 


v = xV 

l dx 
div v = -- j. 
x dt 

curl V = O. 


Diaae ligninger vil avare fuldstaendig til de elektroatatiske felt- 
ligninger (i), (2), (3), forudsat at vi, aom fortsacttelsc av skemaet (I), 
yderligere vedtager at aammenligne 


(I') 


x (ap. volum) med a (dielektricitetskonstant) 

1 dx fudvidelsepr.tidsog volumenhedl . , 

I* 4afdetbe.xg.aie wedskeelemeat) ' ' 


At man uden modaigelse kan forlange, at vaedskcbevasgelscn skal 
foregaa i overensatemmelse med ligningernc (11), (12), (13) er klart. 
Ligning (11) er nemlig kun en anden form av den altid opfyldtc 
relation (6) mellem hastighed og sp. bevaegelsesmaengde ; ligning (12) cr 
den altid opfyldtc kontinuitctsligning (8); og ligning (13) indcholder 
kravet om at vmdskens bevaegelse skal specialiscres paa en ’bestemt 
maade som altid vil kunne naacs, hvis vi indlbrer de til dette; kravs 
opfyldelse nddvendige ydre kraefler. Ligning (13) indeholdcr mod 
andrc ord kun det krav, at et ydre system II skalj uddve en vis 
kraft V mod vaedsken I, og at til gjengjaeld vaedskcn skalj uddve den 
lige store og modsatte kraft f mod systemet II. Disse kraefter maa 
bestemmes henholdsvis av ligningeme (10) eller (10'). Altsaa idet vi 

oploser m. h. p. f og f og samtidig skriver taetheden p i formen ~ 


10 
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( 14 ) 

f _ I d* 
f ICdt-^ 

eller 


04') 

t , _ 1 di . 

f ~ x^ + V/- 


Formelt svarer nu Iigningssystemet (n) — (14*) til det elektrostatiske 
ligningssystem (1) — (4'). Hvor stor reel lighed der vil fremkomme 
mellem de to systemer vil avhsnge av hvilke vasrdier man av lig- 
ningeme (14) eller (14*) vil finde for krsefteme f eller f', naar man 
specialiserer diaae ligninger saa at de tilpaasea for den efter ligningeme 
(n)— (13) forlangte bevaegelse. 

Man ser imidlertid straks, at ligningeme (n), (12), (13) kun spe- 

cialiaerer et led i ligning (14) eller (147, nemlig traeghedsleddet —■ 

Da endnu tryldcet p er fuldstaendig ubestemt, kan vi faa uendelig 
mange vserdier af f og f som vil frembringe en bevaegelse av den 
karakter, som er definert ved ligningeme (11), (12), (13). Vi skal kun 
soge ^n vaerdi av disse kraefter, nemlig den som vil fremkomme, naar 
vi forlanger at trykket skal ha vaerdien 

M P=Po — ~-\y*l\ 

hvor p t er en konstant, og 0 det potential ved hvis hjaelp vi altid 
kan udtrykke den ifolge ligning (13) aldd potentielle vektor V, 

0 6 ) V = VO. 

Til indsaetning i (14) eller (14') danner vi nu trykgradienten 

to) — VP = VO + xVW + ivv. 

* f orste led ti,h6ire indsaettes efter (15) V istedenfor VO, og sam- 
tidig x andet led efter (13) v istedenfor xV, altsaa 

(l8 ) “ V/ = % + WV + £V*yx. 

Men dette kan efter (7) 9krives 

~ y ^~Tt + 


09) 
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Denne vaerdi av trykgradienten indsaettes i bevasgelsesligningen i en 
av dens to former (14) eller (14'), for eksempel i den forste. For den 
kraft f som vaedsken udover under udfdrelsen av den forlangte be- 
vaegelse, faar vi da 

Men her kan de to forste led paa hojre side sammentraekkes. Ind- 
fbrer vi nemlig i det forste av dem xV istedenfor v, udforer differcn- 
tiationen og reducerer, saa fremkommer 

(«> f =-Vif|-iVvx. 

Eller med benyttelae av ligning (12) 

(22) f = — V div v + iV s yx, 

Den tilsvarende kraft som 9ystemet II udover mod vaedsken blir 
(22') f' = Vdivv — ^V*V 5 «- 

Naar man fastholder den ved skemact (I) og (I*) givnc korre- 
spondance mellem hydrodynamiske og clcktriske storrelser, saa svarer 
ligningcrnc for det hydrodynamiske felt (ii), (12), (13), (22), (22') fuld- 
staendig til ligningeme for det clektrostatiske (i), (2), (3), (4); (4'), kun 
med den forskjel, at de kraefter som optraeder i de to tilfaelde har 
modsattc fortegn. Dette er grundlaget for den af C. A. Bjerknes 
paaviste analogi mellem hydrodynamiske og elektrostatiske kraftfeltcr. 


3. Auden hydrodynamiske analogi. Vi skal nu vedtage at 
sammcnligne 


(II) 


I v (hastighed) med a (fcltintcnsitct) 

[ V (sp. bcvmgelsesmacngde med A (induktion). 


Samtidig skal vi forlange, at vaedskens bevaegelsc skal foregaa i 
overensstemmelse med (olgende ligninger 


( 23 ) 

( 24 ) 

(25) 


V =. pv 

div V = — — 
to 

curl v = o. 


10* 
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Disse vil svare fuldstaendig til de elektrostatiske (1), (2), (3), forudsat 
at vi, som fortsaettelse af skemaet (II) vedtager at 9ammenligne 

(II') p (taethed) med a (dielektricitetskonstant) 

, TT a bp /massetab pr. tids- og volumenhed , | 

d* {indenfor det ubevaegelige rumelementj med ( dektrisk tithed). 


At man uden modsigelse kan forlange at vaedskebevaegelsen skal 
foregaa efter ligningeme (23), (24), (25) sees umiddelbart. Thi ligning 
(23) er den altid opfyldte relation (6) mellem sp. bevaegelsesmaengde og 
hastighed; (24) er den altid opfyldte kontinuitetsligning (9); og (25) 
indeholder et krav om at vaedskebevaegelsen skal specialiseres paa en 
bestemt maade, d. v. s. et krav der altid kan opfyldes, hvis jeg ind- 
forer passende ydre kraefter, dcr, ganske som i det foregaaende til- 
faelde, blir at bestemme ved bevaegelsesligningen i en af dens former 
(10) eller (10'). Altsaa, ved opldsning m. h. p. de kraefter, som skal 
bestemmes 


(26). 

eller 


f = 



~VP 


(2 &) 


r= p| + vi>. 


Ligningssystemet (23) — (26') svarer atter formelt til det elektrostatiske 
ligmngssystem (1) — (4'). Hvor stor lighed de vil frembyde ud over 
den rent geometriske overensstemmelse som indeholdes i korrespon- 
dancen mellem ligningerne (i), (2), (3) ,og ligningeme (24), (25), (26) vil 

afhaenge af de vaerdier, som kraften f eller f kan tildeles under de 
fastsatte forhold. 

Problemet er atter ubestemt, idet vi atter kan disponere over 
trykket. Vi vil soge den vaerdi af kraften som fremkommer, hvis vi 
tildeler trykket vaerdien 

( 2 7) p =A — -iPV*. 

Til indsaetning i en av ligningeme (26) eller (26') danner vi da tryk- 
gradienten 

( 28 ) ~VP = pvyv + ^ v ! yp. 

Indsaetning i (26) gir 


f ay . 

= — P^- + pvyv + iv ! vp- 


( 2 9) 
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Eller naar vi anvender udviklingen (7) og reducerer 

(30) f=— P^ + -iv*vp- 

I forste led tilhdire bringes p under differentiationstegnet -y. og 
relationen (23) anvendes 

(30 f =-^ + v ^ + * v *VP- 

Eller naar ligning (24) anvendes 

( 3 2 ) f„W_vdivVH- 4 v»vP- 

For den tilsvarende kraft f' som systemet II maa uddve mod 
vaedsken, faar vi altsaa 

a v 

(32) f = ^ + V div V — 4 V s VP- 


Hvis altsaa denne ydrc kraft angriber vaedskepartiklcmc og samtidig 
trykket har vaerdien (27), saa er vi sikker paa at vaedsken vil bevaegc 
sig i overensstemmelse med ligningerne (23), (24), (25). Denne ydre 
kraft 1", og den tilsvarende kraft f som vaedsken uddver, stemmer 
imidlertid ikke hvad angrebspunkter angaar overens med knefterne i 
det elektriske felt. Kraften f' angriber nemlig ikkc bare divergens- 
og heterogenitetssteder, men ogsaa alle steder hvor specifik bevaegclses- 
maengde undergaar en forandring. Vi kan imidlertid nu specialiscrc 
bevaegelsen yderligere, idet vi indlorer den betingelse, at den specifike 
bevaegelsesmaengdes felt skal vaere stationaert i rummet. Denne be- 
tingelse som udtrykkes ved ligningen 


( 32 ) 


6V 

to 


= 0, 


og som ikke staar i strid med ligningerne (23)— (25) medfOrer da at 
kraefterne f og f' antar formerne 

(33) f = — v div V -f 4 v*vp 

(33') f '= VdivV — 4v»yP- 

Naar man fastholder den ved skemaet (II) og (II') fastsatte korre- 
spondance mellem hydrodynamiske og elektriske storrelser, saa svarer 
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ligningerne for det hydrodynamiske felt (23), (24), (25), (33) og (33') 
fuldstaendig til ligningerne for det elektriske felt (i), (2), (3), (4), (4'), 
kun med den- forskjel, at de optrsedende kraefter har modsatte fortegn 
i det hydrodynamiske og det elektriske tilfaelde. Denne analogi, som 
altsaa optraeder ved en eiendommelig stationaer bevaegelsesform, har 
delvis vaeret forudseet af Euler, og delvis udarbeidet i matematisk 
form af Lord Kelvin. 

Angaaende den mere fysiske diskussion af denne og den fore- 
gaaende analogi, henvises til den ovenfor citerede bog »Die Kraft- 
felder*. 



OM EN AF DEN DANSKA SPRAKFORSKAREN 
KARL VERNER ANGIFVEN MODIFIKATION 
AF FORFARANDET VID HARMONISE ANALYS 
AF PERIODISKA KURYOR. 

Al» 

ERNST LINDELOF. 


D et synes vid detta tillfalle icke vara utan intresse att piipeka en 
af den pa sprakvetenskapens omrade vidtberomde danskcn Karl 
Verner angifven metod att forenkla berakningarna vid s. k. harmoniak 
analys. Venter har i storsta korthct bcskrifvit sitt forfaringssatt i ett 
bref till Professor H. Pipping i Helsingfors ) ). En niirmarc diskussion 
visar att detta forfaringssatt medfor afseviirda fordclar och diirl&r sir 
val viirdt att blifva allmannare kandt *). 

1. Om den forelagda kurvans period antages — 2 ir och abskissan 
betecknas med x , kan kurvans ordinata fix') representeras models cn 
Fourier’sk scrie af formen 


MS I 

f{x) = a 0 +^v cos v.r b y sin v.r) . 


v-.-j! 


Vi antaga att kurvans ordinata uppmatts for ett jiimnt antal « 
ekvidistanta argumentvarden 


x ) Detta ocli ett annat bref frfin Verner till Pipping blifva oflcntliggjorda i KgL Danske 
Videnshabernes Sdskabs Oversigter , med intllcdendc Bcmccrkningcr af VUJu Thomsen 
og J. P. Gram . I dcssa bref rcdogOr Verner ganska utforligt fiir sina fonetiska 
understfkningar och fQr den apparal han dftrvid anvltnde. 

*) Jag har lemnat cn ulfUrligoro redogdrelae R5r denna frfiLga till sammelvorkct Hand- 
buck der physiologic chin Methodik , herausgegtben von K. Tigers tidt , dttr densamma 
ingELr i y t Poirot's artikcl Ofvcr fonetiken ( 5 . 207—320;. 
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(I ) o, tn, 200, i) o, 

och alj darvid erhillits varde n a 

y<» >i» J)'s. , y a - 1. 

Under fbrutsSttning att matningarna vore exakta, hafva vi da rela- 
tionema 


MU 

y * = a 0 + y~^{ay cos \kto 4- by Sin V/feco), (£ = 0 , i, . n — i). 

V«=I 

Om vi multipUcera med cos V /6co resp. sin v£co och summera med 
a seen e , rin k = o till k = » — i, samt i slutresultatet It v 

efterhand gifva vardena o,- I, • • . ’±, erhilla vi, enligt kanda trigono- 
metriska formler, foljande likheter: 


( 2 ) 


n—l 


fl ' Vi* a Q + + CL'X a *|- d$n -|- • • • • , 

Jt*0 
n—l 

n l } h y h = a jn. + tfan + ^6n + a ln + , 

jwo a a a T 

n—l 

n cos V/4co = a * + a n -y + a n+y + fljn _ y + , 

£■*0 
n—l 

j^>,si«v4o = i r _ 4 ._ i + 4|i1 ..... 

( T=I ' ■■?—)• 

001 *"* de koefficta,to * *• ‘vta Mce. iro storre in 5 ne gU- 
f'“ a ^’ Va dea “ * ikh ' t ' r ' Br l»«kningen af de « ISrstt koeffi- 

tf 0> a i> • • • ■, 3 ll ... . ( i n 

a T -1 ’ 

de i den harmoniska analysen allmant anvanda formlema 


fo-0 
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cos » 

(v= I. 2, ••••, ”-•)• 

. 2\kn ' 
sin- 

n 

2 . Sasom af ofvanstaende harledning framgar, aro vardena (3) icke 
noggranna om bland de koefficienter a, &, hvilkas indices riro storre 

an 11 , finnas sadana som hafva markbara belopp. bor atl ininska 
2’ 

dessa koefficienters inverkan, erbjuder sig utviigen att oka viirdet af «. 
Man har d& dels att uppmata flere ordinator af den gifna kurvan, dels 
att i formlerna (3) utriikna och summera ett storre antal termer. I 
regel representerar ordinatornas miitning ett ganska litet arbete i jiim- 
forelse med koefficienternas utrakning, och man kan dUrlor, for erna- 
ende af ett noggrannare resultat, gema underkasta sig modan att gtira 
ett storre antal matningar, blott beriikningsmetoden kan modificras sS 
att det praktiska rakuearbetet icke viisentligt okas. 

Verncr nar detta mal p§. foljande siitt. Han fdrskjuter den gifna 
kurvan parallellt med abskissaxeln, at hoger och lit venster, om ett 

stveke A = ” = ”, summerar de salunda erhallna kurvornas ordinator 
J 2 n 

till det fordubblade vardet af den gifna kurvans ordinata, och dividerar 
summan med 4. Han erhallcr salunda cn kurva hvars ordinata repre- 
senteras af funktionen 

F{x) = ?/W ±/ff +. A ). 

Om man af den gifna kurvan y — f(x) uppmatt 2 « ekvidistanta 
ordinator, svarande mot argumentvardena 

o, A, 2A, , (2 «— 1) A, ^A = ?j. 

och betecknar de erhallna vardena med 
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^ j/o. /is y„ ••••, /ln-1, 

blifva de ordinator af kurvan y = F(x), som svara mot argumentvar- 
dena (i), 1 ordning lika med 

y n = fei + ±1± z _ /i + 2/, +y„ 

(s) 4 , 4 

y n _ 1 — + 2y'an— a l ^ 

4 

(om /(*) Sr stfingt periodisk och sSledes /(— A)=/((s»— i) A)) 

D=«. jarden (5) erhSllas alldeles enkelt genom bildaudet af success,™ 
medeital. 

tormcn Fourier,ska ut vecklingen af funktionen F(x) hat den enkla 

00 

P W ~ a o + £ [a* cos vx + by sin vx) cos* — • 

r=l ^ 

Om rd pi kurvau y = F[$ tUISmpa formlema (a), samt dividers den 

“fa dessa ned i «* *> tvi sisla med cos'£ erbillas sSledes 
foljande likheter: 

n— 1 

n = a a + & an + * 4n + a 6n + ■ • • ■ , 

km iO 
n— 1 

« .^f ^ 1 = + a »n + <*6n + « 7 „ + , 

*=o * a T T 

n— 1 

(*) { I 2 V-7- 

cos*— ’ * ^ y ‘ COSViC0 = ^ +«*n^+«S* + v +« ln - v +a< n+v + .... 

2 M 

+ tan g i Y(*n-^+a„ +v +ff, n _ JV + a;3ll+Y+ . . . . ^ 


2 M -A 


V/\ 

—tang*— (^n^r-^n+v+^Jn-v— ^3 „ + yH ). 
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Faktoni tang 8 — = tang 8 — ar f6r smi viirden v mycket liten; for 

2 2 tl 

v = - ar dess varde annu blott o, 17 • • • • och vaxer langsamt mot 1 
4 

di v vaxer mot En jamforelse mellan likheterna (2) och (2') visar 
2 

saledes, att man vasentligen reducerar inverkan af de koefficienter a, b 

hvilkas indices aro storra an och foljaktligen for de ofriga koefli- 

2 

cienterna, och sarskildt for dem med lagre indices, erlialler viisentligt 
noggrannare varden, om man i stallet for (3) anvander foljandc formler 
(uttrycket for a n ar identiskt med det tidigare): 


(3') 


n - 1 


fc=0 
n — 1 

0 

n --1 

I 2 X” 7 
a y = x O'i 

„ VJl 71 ' 

rns 3 u n 


COS 3 k 0 

2/1 


2 \k% 

'k COS » 

n 


1 . 2 X" 7 - • 

OOS ' j - M 


. 2V/ffTT 


(v =- I, 2, 


» 



8. Vi hafva i det foregaende icke beaktat miitningsfelen. En nog- 
grannare undersokning visar att afven dessas inverkan vasentligen 
reduceras vid anvandande af formlema ($ f ). Om medelfclet liar samma 
varde s vid matningen af de olika ordinatoma (hvilken forutsattning 
visserligen endast narmelsevis kan vara uppfylld, da miitningens 
osakerhet i nilgon man mistc okas med kurvans stigning), (inner man 
att medelfelet for koeflicientema 

®0> 4ri b)f 

enligt formlema (3) ar lika med 



enligt formlema (3') lika med 
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dar 


)S' p ' e l / 1’ 

J 


Pv = 


I +COS* — 


r I YJI 

I + cos 

ft 


V*d« af denna faktor p* ir (8r y<l mycket ^ 

4 y2 


mot i di v vaxer mot -• 
2 


vaxer 


akrilha. Mdra f 8 riW ”g“S« *» *t ofvan be- 

^ L W,hd ' h “ " r d “ ««■* k«rvan } =/<*). genom 

mJZSESZ, m *“ ^ hVm rep ~- 

W ' x ~ ,a ) + V<*~ A) + 2/ M + 2/fe + A) + ./(, + 24)), 

A = -, och ffllSmpade pi denaa burva de vanjiga formlerna, ut- 

SfcSor fi ti£“rr? !?f”“ t,a^de " ,, o. SA, ioA, .... svaraade 

-atar M Tato ^ ” d “ * Uh * <“"«"■» appaiitta ordi- 

(4). Talet n antages-harvid divisibelt med s. 

nya * *“? afe , eenden lam P%a« att, i stallet for denna 

Man “ar di a » ^ " d «"* fcrfaringssatt. 

Man har di att uppmata 4 * ordinator af den gifna kurvan « - ft*\ 

aamt att ur denaa b«da daa tava eon, 

fx (*) - ^ ( *~ A ° + ± ^ / A , A ji\ 

4 \ = T = 2»j ’ 

samt harur den kurva hvars ordinata har tdU uttryck 

F{x) = /1 (■ y — A) + 2 /; farl 4 - /j (* + A) 

4 

° m “T ed ’ ^ n ~ 1 betec knar de ordinator af denna sist- 

bildas ur Z Z^aT^pp^li 0 * OCh ^ e “ kelt 
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a ° = 1 n£ yk ' 

ftr-0 

-o' n*mmi 


COS* g fc= 0 


II- 


o vjt Q vjt « 

COS 2 COS 2 fc=.o 

2;; 4« 


-v* cos * 

^ ;; 


n— 1 

i 2 . 2\kn 

y y k sin 

0 V7T - VJT « ' n 

cos 2 COS 2 0 

2« 4 w 


(v = I, 2, 



H&r ar inverkan sSval af de negligerade koefficientema 90m af miit- 
ningsfelen reducerad i annu mycket hogrc grad Sin i formlema (3'). 



LINEARA PARTIELLA DIFFERENTIALEKVA- 
TIONER MED MULTIPLA KARAKTERISTIKER. 

AF 

HENRIK BLOCK. 


P ARTIELLA differentialekvationer med sammanfallande karakteristiker 
ha hitlills blifvit foga undersokta, om man bortser frSn ett par 
ekvationer inom den matematiska fysiken, bland hvilka vHrmelednings- 
ekvationen Hr den bast kanda. Att emellertid en dylik undcrsdkning 
skulle vara af ett synnerligen stort intresse, hr att forutsc pa grund 
af de intressanta resultat, som studiet af viirmeledn i ngsekvatio nen 
gifvit. 

I ett arbete med titeln »Caratteristiche multiple e problema di 
Cauchy « *) har Levi undersokt, hur Cauchy's problem gestaltar sig for 
ekvationer af hogre ordning med multipla karakteristiker. Den sa 
intressanta reella teorien berdres emellertid blott foga i detta arbete. 
Levi anger namligen en klass af ekvationer, for hvilka det Cauchy' ska 
problemet Hr mojligt ur reel synpunkt utan accessoriska villkor. Dc 
ekvationer, for hvilka sa Hr forhallandet, Hro emellertid ganska speciella. 
Fran reel synpunkt Hr gifvetvis det fall af det sttirsta intresset, dii 
Cauchy's problem icke Hr mbjligt, ty det Hr uppenbarligen 1 detta fall, 
som vHsentligt nya resultat behofvas och iiro att vHnta. Jag har diirfiir 
foretagit en undersokning af ekvationer af denna typ*). Som i all- 
mHnhet Hr fallet inom den reella teorien, maste man emellertid borja 
med studiet af vissa enkla typer af ekvationer. AllmHnnare fall kunna 
sedan med hjalp af lHmpliga variabelombyten, integralekvationer o. s. v. 
reduceras till dessa typer. 

1 ) Annali di Matematica, 1909. 

s ) Arkiv Air matematik, astronomi och fyaik, band 7. 



HENRIK BLOCK: 

Undersokningarna galla uteslutande lineara ekvationer med tvi 
o eroende variabler. For att undvika accessoriska svirigheter an tar 
jag, att ekvationens alia karakteristiker samroanfalla. Genom lampligt 
val af de oberoende variablema fir ekvationen di formen 


bx? 


J 6a 6a 
\ ’ bx by * ' 


6P~ 1 a \ 

byp- 1 )' 


dkr funktionen F ar en linear funktion af a och dess derivator upp 
hll ordningen / -I, hvars koefficienter aro funktioner af * och y. 
Karakteristikema aro nu rata linjer, parallela med ^axeln. 

For att ekvationen skall hora till den af Levi angifna klassen, fir 
funktionen F icke innehilla nigon derivata i afseende pa y. I si fall 
ar emeUertid ekvationen en ordinar differentialekvation i afseende pi 
* 1 ^ wlken y Parametriskt ingir. Detta fall ger oss siledes intet nytt. 

Lit oss aUtsi antaga, att F innehiller Itminstone en derivata i 
afseende pi y. Ett lampligt fall att borja undersokningarna med ar, 

att F bestir af den enda termen (?</). Ekvationen lean alltsi 
skrifvas 


L{*) = 


bPs b*s 

bXP~~Eyi 


uoJtfr “? die ! af . dCnn f ekvation Visar det att ett undantagsfall 
r “ -f ° ch q ^ en gemensam divisor. F8r att undvika de 
harmed forkmppade svirigheterna antager jag alltsi slutligen, att / 
och q hro relabva primtal. J 

Den adjungerade ekvationen till L(z) = o ar 


** ■— * "■» — * « 
“ ekvatio "'“ budB ^ •>* v. 

p q = ip, i=y~i < 

od, baecta. da, , rbiter mat p„ p„ . . . . p _,. Va „ 


P* = 0* + *P*. 
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Vi bilda nu de q uttrycken 

£,.*(5— *,n— y) = frfn^ ,,(n - ff, cos[p x n« (n— y) + n(5 — a-)], 

J 0 


X = O, I, 


q- i. 


Ar a* go, 'sa ar den oandliga integralen konvergcnt for n>^- 
Ar iter a* ^ o, konvcrgerar integralen lor r\ <y. 

Vi bilda nu vidare summorna 

/ 

Eq — Eq, x , Eq—' £'x Eq, x, 

hvarvid i den forsta summan alia x-viirden medtagas, lor hvilka ctx <C o, 
och i den senarc summan alia x, for hvilka a x o. Ar nagot ax — o, 
si medtaga vi motsvarande Eq, x efter behag i den cna eller den andra 
af de bada summorna. 

Det existerar dd en entydigt bestiimd funktion E(^ — x, r\ — o') at 
fbljande egenskaper: 

E satisfierar ekvalionen M (E ) — o ; 

For y <C n iir 


lor y > \\ iir 


(V ' XJi ~ ( jV» . (V !. = // 


w '£ ( _.w «■ 


iY» l 


Infora vi beleckningarna 


sa ar lor y <C i\ 


och lor y > i) 


* 

(n— y)" 


, 5—* 
(r— n) ,; 


./-I 


/s {5 — .v. n — y) - (n — jO p /M* 


>i -i- 


n —y) = O’ — n) */(#)■ 


/ och / iiro hcla transsccndenta funktioncr af t och ti*. Grund- 
losningen E sir kontinuerlig jiimtc alia sina derivator i afscendc pa x 


, • o ft/? 

och jy, utom lor = r\ } da /j, 

nuerliga, men ~ ar diskontinuerlig. 

OyH * 


iiro iindliga och konti- 


ii 



1 62 


HENRIK BLOCK! 


Beteckna vi med s en sluten kontur i ^y-planet och med z en 
inom s regular losning till ekvationen L (z) — o, si ar 



I deuna formel ar det ofre vardet till vanster giltigt, om punkten 
5, r\ befinner sig inom konturen s, och i motsatt fall det nedre. Inte- 
gralema tagas i positiv riktning langs hela konturen s. 

Fallet q = I erbjuder nigra olikheter. I detta fall skola inte- 
gralema i ofvanstiende formel blott utstrackas till en del af s. Ar p 
delbart med 4, skola de tagas dfver den ofvanfbr karakteristiken jy = r> 
belagna delen af ar p iter delbart med 2, men ej med 4, skola 
integralerna tagas dfver den under linjen y = r\ belagna delen af kon- 
turen. Ar slutligen p udda, kunna integralerna tagas antingen dfver 
den ena eller dfver- den andra af dessa bida delar af s. 

Sisom redan framhillits, hor ekvationen L{z) = o icke till den 
klass, for hvilka' Cauchy's problem ar mojligt frin reel synpunkt. 
Hvilket problem ha vi di att satta i stallet for Cauchy' j? 

Lit oss betrakta en kontur s, inneslutande ett omride T af xy 
planet. I s mi ingi delar af karakteristiker y = const. Pi dessa 
linjer ar dy = 0 . Di konturen s genomlopes i positiv riktning, Sr 
dx~y> o, om karakteristiken befinner sig nedanfdr T, och < o i motsatt 
fall. Beteckna med / 0 de fdrra och med l x de senare delarna af kon- 
turen. Pi /„ ar siledes 

dy = o, dx> o, 

pi /j ar 

dy — 0 , dx<C.O. 

Pi de ofriga delarna af konturen ir dy =}= o. Lit oss med s 0 
beteckna de delar, dar 

dy< 0 , 

och med s x de delar, dar 

dy>o. 

Fdr korthets skull beteckna vi med (S) kvantiteterna 



bx 01 - 1 ' 


m — — fdr p jamnt, 

ftt — ^ fdr p udda, 


och med (Z) kvantiteterna 



LINEARA PARTI ELLA DIFFERENTIATOR VATIONER. 




(Z) *, 


for q jamnt, 


» — — — — fbr ^ udda 


Vi kunna di uttala foljande satser, hvarvid jag bdrjar med special- 
fallet q~l. 

Ar q = i och p udda, si ar e bestamd inom T och pi 7 lt om 
man kfinner vardet af e pi kvantiteterna 


( 5 ) pi s 0 , och ——i pi s 0 , om 


p—i 



udda, och pi s u om - — 1 ar jamnt. I denna i o 

sats kunna vi emellertid samtidigt permutera s 0 , s t och /„, l v 
Ar q = i och p divisibelt med 4, si ar s bestamd inom T och 
pi / 0 , om kvantiteterna (S) aro gifna pa s 0 , s t och e ar gifvet pi 
Ar iter p divisibelt med 2, men ej med 4, si miste (S) vara gifna 
pi s Ql s x och z pi l 0 ; vardet af z inom T och pi l x ar daraf entydigt 
bestamdt. 

I fallet q — 1 ar alltsi c bestamd genom kannedomen af vissa 
kvantiteter pi en oppen kontur. I vissa fall miste konturen vara 
oppen uppit, i andra nedit. Ar p udda, ar det likgiltigt, om kon- 
turen ar bppcn uppit eller nedit. 

F6r q >* 1 ha vi alt sarskilja fieri olika fall. Ar 

a) p udda och q jamnt, 

si ir s entydigt bestamd inom F, om man kanner vardet af kvan- 

P — * 

titetema (Z) pi ( 5 ) pi j 0 , j 1( samt pi s 0 , om ^ - 1 + 1 

bx 8 

ar udda, och pi j lt om- + ar jamnt. 

2 2 


Ar iter 


b) p jamnt och q udda, 


si ir z bestamd inom T, om man kanner vardet af kvantiteterna (Z) 

j— 1 

pi /„, l u (5) pi s 0 , s v och pi / 0 , om | + ar udda, och 

by 8 

pi / x , om - + - 1 ir jamnt. 


ii 1 
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I fallet 

c) p och q bida udda 

har jag daremot icke lyckats harleda nigon raotsvarande sats. Frigan, 
huru integrationsproblemet i detta fall bor formuleras, ar alltsi tills 
vidare obesvarad. En formulering, analog med den i fallen a) och b), 
synes dock ganska sannolik. 

Fallet p och q bida jamna ingir icke i ramen for vira under- 
sokningar, di vi ju forutsatta, att p och q aro relativa primtal. 

Slutligen uppstlr frigan, hur man bor ga till vaga for att losa det 
silunda uppstallda integrationsproblemet. Den ofvan angifna grund- 
formeln ar ej tillracklig harfor, enar en del af de kvantiteter, som inga 
i hogra membrum, aro obekanta. I allmanhet miste integralekvationer 
anvandas for problemets losning. Vi9sa enkla fall kunna dock losas 
utan integralekvationer9 hjalp. Si ar t. ex. forhillandet for q = l, 
om vi tanka oss de bida kurvorna s 0 , s t rycka oandligt lingt bort. 
Losningen ar di bestamd genom de varden, den antager liings licla 
utstrackningen af en karakteristik. Grundformeln ger oss i delta fall 
direkt den sokta losningen. 

Fallet q = 2 kan ocksi losas utan integralekvationer, om s 0 och s t 
aro oandligt aflagsna. Losningen ar di bestamd mellan tvi karak- 
teristiker, om dess varde ar bekant langs hela utstrackningen af dessa 
karakteristiker. Det si formulerade problemet kan losas med den 
s. k. speglingsmetoden (m£thode des images). 

Anmarkas mi, att fallet q = x foreter stora likheter med varmc 
ledningsproblemet, under det att fallet q^> 1 i minga afseenden pa- 
minner om Dirichlets problem. 



OM EN KLASS HELA FUNKTIONER AF 
IRREGULAR TILLVAXT. 

AP 

RUBEN MATTSON. 


M ED en liel funktion af irregular tillvaxt menas som bekant en 
hel funklion, hvilkens maximimodyl M(r) for \x \ = r foreter 
stld ana oregelbundenheter, att dess viirde lor vissa argumentvarden ar 
jamfbrligt mod e 1 * och for andra med e^, dar a och (3 aro tvenne 
skilda konstantcr eller tvenne olika hastigt vaxande funktioner af r. 
For att bilda en hel funktion af denna natur har man tvenne direkta 
metodcr, bada angifna af Borel 1 ). Man kan aintingen bilda en bestan- 
digt lconvergerande potensserie med luckor mellan termema d. v. s. en 
scric af formcn 

00 

Y =— 1 

eller ocksa kan man bilda en s. k. kanonisk produkt med anvandande 
at cn scric nollstallen, hvilkas absoluta belopp tillvaxa pS ett oregel- 
bundct siitt. Den forra metoden har varit den hittills hufvudsakligen 
anvanda {Bor cl 1 ), Blumenthal »)). For att studera sambandet mellan 
£ 1 } irregular funktions storlelcsordning och dess serie af nollstallen bor 
emellcrtid don andra metoden ligga narmare till hands. Amnet for 
den undersokning, som har skall refereras, ar just att gifva nagra 
cnkla cxempel pa hela funktioner af irregular tillvaxt, hvilkas boll- 
stiillen pa forhand tiro uppgifna. 

Logons sur less foncliona emigres. Paris 1900. pag. iao och ai. 
a ) Sur quclques fonctious cntiiircB. Rend. del. Circ. mat. di Palermo. T. XXIII. 

■) Principos do la thdorie deB fonctious entires d’ordre infini. Paris 1910. pag. 8. 
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Det foljer omedelbart af den allmanna teoricn for hela funktioner 
af andlig ordning, hvilka villkor nollstallena mlste uppfylla for att 
funktionens tillvaxt skall blifva irregular. Skrifver man namligen M(r) 
under formen 

M(r) = 

dar p betecknar funktionens apparenta ordning, ar tydligt, att M(r) 
blir af irregular tillvaxt i den har afsedda meningen, endast om r (r) i 
ett oandligt antal intervall antar oandligt sma varden och i ett annat 
ocksl oandligt antal intervall antar andliga eller oandligt va xan dc 
varden. Man fir haraf omedelbart 1 ) foljande nddvdndiga villkor for 
att funktionen F(x) skall vara af irregular tillvaxt: 

Om p ej dr ett helt tal , mhste lim inf-r- M . vara =o; ovt p dr 

n — oo I | p 

ett helt tal, mhste samtna villkor vara uppfylldt , men dh mhste man 

n 

darjdmte ha lim inf ^ — = o. 

n— «0 flP 

Det forsta af blda dessa villkor ar tydligen uppfylldt for funktionen 



dar E p betyder den Weierstrassiska primfaktorn af rangen p = [p] och 
^ ar ett helt positivt tal hv. s. h. Funktionen har namligen foljande 
serie af nollstallen: 


&p kP . kP kP. 

(/fe*st.) ’ (k« st.) ’ 

Nollstallena a m och a m+l med 

m = k* + k*+....J r kX' (j« = i, a ) 

1 k 

blifva alltsl af storleksordningame mP och {m + i)Presp.; ” + * an- 
tar alltsl med vaxande « allt mindre varden, och vi skola mTuppvisa, 

’) Jm !- Lhtdtt3 f' S«r lea fonctiona entires d’ordre entier. Annales sc. de 1’kole Nor- 
~ Tit ’ T ‘ XXn * p - 37s ‘ Det “bjuder inga sv&riglieter att fonnulera de an- 


fBrda villiorto si, att de ttfven blifva tlUiSokliga. 
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att funktionen F x {x) ar af irregular tillvaxt for p>p och af regular 
tillvaxt fSr p —p. 

For att under$ 5 ka funktionens storleksordning utgi vi frin foljande 
resultat angiende funktionen E p («) : s maximimodyl pi cirkeln « = |»|* 


JL|a|P+l 

<; eP + 1 


l«P . M p 


M+“-K 


fSr | # | ^ I + - 


I fallet p<. p <.p + 1 fir man haraf utan svirighet 

(l+c{r))(— r ^ +-£—rP+ 1 ~' (P+ 1— p)* 1-0 ) 

(i) | F t (x) | ^ / 1+c(o; \p + p+i / 

idet vi med e(r) beteckna 1 ) en funktion tenderande mot o med och 
med 0 mena ett positivt tal £* i bestamdt si att 

rP = kP 1 * 0 

n - ~ loga *1 


om 

W 


log k 


Det foljer af (i), att den mot F x (x) svarande funktionen M x {r) har 
sin storleksordning varierande mellan 


p+- 


, + *d±=e 

och ? p-p , 


den fftrsta svarande mot 0 = o eller i, den senare mot det 0-varde, 
som gor de bida termerna i exponenten i (i) lika. For p =p medfor 
detta tydligen icke nigon variation alls i funktions storleksordning. 
Man fir i detta fall direkt 

dir « ar bestamdt af (2), d. v. s. for alia warden ar M t (r) jamforligt 
med: 

W 

e )<** 


och oaktadt F x {x) har irregulart fordelade nollstallen ha alia funktio- 
tionerna 


') gamma betydclse har « (r) (Jfvorallt i del fUljande. 
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RUBBN MATTSON: 


9 W'-^I (*) + + (*) 

f<p (x) och oji (at) hela funktioner af lagre ordning an /] regular noil- 
stallesfordelning raed 


1 



For att en funktion med heltalsordning skall vara irreguliir fordras 
som namndt, att man skall hafva 


lim inf \ — = o. 

n-= oo ^ CCy 

Y**l 

Det ar d& tydligt, att irregulariteten kommer att bli sS, stor som 
mojligt, om man darjamte har 


( 3 ) 


Sh I _ I I . 

2 r 2 s — 2 ~* (t ‘ =I ' 2 ' 

V=1 Yc*l y=l 


dar « t , » B , • • • • utgora en standigt vaxande serie hela tal. 

Alla dessa villkor aro tydligen uppfyllda for funktionen 





och denna funktiona irregularitet blir darfor mycket storre an den 
nyss behandlade funktionens. 

Berakningen af M[r) ar bar synnerligen enkel, i det att man har, 
om Mg (r) Sr den mot F t (x) svarande funktionen M(r), 


( 4 ) 






* &m 


i <M i (r)<C ] 


yin 


W 


dar C ar en viss konstant och m ar bestamdt s£ att 


I fl m | ^ r < I 1 1* 

* 

Med samma beteckningar som for F 1 (x) fSr man alltsl: 
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Satter man har 
och saledes 


i—k ■»=. x 


far man 


0 “ ' log k 


hvaraf det omedelbart synes, att M t {r) liar sin storleksordning viixlande 
mellan J* och r rP ~ n,r \ dar lim t\ W = Genom att *“8®- k Ullriick ' 

r— 00 

ligt stort kan mail alltsa fit {r) alt variera mellan och c ** , hur 
litet an det positiva talet b valjes. 

Annu storre irregularitet las genom att bilda funktionema med 

nollstallena: (v = 1, 2, 3 ■ ’ ■ •)• Man far t. ex. att funktionen 



ar af ordningen p, men dess storleksordning ar i cn oandlig mangd 
intervall s 

^(l— i.(r)) (/<Iof( ( rP)) * 


d. v. s. funktionen forhaller sig i. de9sa intervall som en funktion af 
ordningen o. 

Funktionen 



ar daremot af oandlig ordning och man har for ett oandligt antal 
r-varden vaxande mot oandliglictcn 

Jl l{r)-1 ] 


medan 
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Mir) = r*-« r) 
fdr 

r = £**" n >■ «<). 

Annu storre irregularitet erhllles naturligtvis for funktioner, hvilkas 
nollstallen aro bildade med tdllhjalp af annu flere ginger itererade 
exponentialfunktioner. 

De funktioner, aom fls pi detta satt kunna alia skrifvas under 
formen 

^=n(-r) 

V=1 x ' 

dar |M<|^|<|I b | •••• och lim|£ v | = oo aamt dar m t , 

aro hela tal hv. s. h. gorande den anforda produkten konvergent. Af 
alia funktioner med samma modyler hos nollstallena ar tydligen till- 
vaxten meat irregular boa en sldan funktion och ett narmare atu- 
dium af den mot densamma svarande funktionen M(r) bor darfor 
kunna lamna bidrag till losningen af problemet att utfinna, huru en 
vaxande funktion kan vara beskaffad for att den akall kunna vara lika 
med maximimodylen till en hel funktion. 



OM NAGRA AF RIEMANN ICKE BETRAKTADE 
MINIMALYTSTY CKEN, HVILKAS BEGRANS- 
NING BILDAS AF TRE RATA LINIER. 

AF 

E. R. NBOVIUS. 


I en afhandling »Ueber die Flache vom kleinsten FlScheninhalt bei 
gegebener Begrenzung* liSser Riemann (Bernhard Riemann s gesam- 
melte Werke Leipzig 1876. Sid. 283 ff.) problemet att analytiskt 
beslamma en minimalyta, hvars begransning bildas af en foljd af rata 
linier, af hvilka tva p& hvarandra fdljande antingen skara hvarandra 
eller ock koraa hvarandra i rymden. I det senare fallet strScker sig 
minimalytstycket i oandligheten och det antagandet gores, at desaa 
a. k. aektorer i oandligheten aaymptotiakt narma sig en skrufyta, som 
beatammes genom de tva rata linierna. 

Sctaom en anvandning af den allmanna teorin loser Rtemaitn pro- 
blemet i det speciella fall, i hvilket begransningen bildas af tre rata 
linier , som koraa hvarandra (aid 304)- Aro de ^ re r ^a linierna 
> parallels med koordinataxlama* (i ett ratvinkligt koordinatsystem), sS 
uppstaller Riemann (aid 307) i sluten form uttryckena for de ratvinkliga 
koordinaterna for en godtycklig punkt pH ytstycket. H&rvid antagea 
att de skrufytor, till hvilka de tre sektorema i oandligheten narma sig, 

hafva amplituden ^ och icke en godtycklig udda multipel af -• 

I uttryckena fi>r koordinaterna x, y och c inga tvi af hvarandra 
oberoende parametrar p : r och q:r t af hvilkas varden minimalytstyckets 
form ar beroende. Riemann ingfir ej i nigon diskuaaion af de olika 
former, som de genom hans formler bestamda ytorna kunna antap. 
Man firmer endast den korta anmarkningen, att ytans sfariska bild, 
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E. R. NEOVIUS ; 


formedlad genom parallela normaler, kan hafva antingen en forgrenings- 
punkt i det inre eller ock tvl s. k. atervandspunkter for normalerna 
pa begransningen. 

I en uppsats »Ueber Minimalflachenstiicke, deren Begrenzung von 
drei geradlinigen Theilen gebildet wird. Theil II. (Acta Societatis 
Scientiarum Fennicae, 1893) stalde jag mig uppgiften at bestiimma alia 
de olika former, som de genom Rtemann' s formler analytiskt bestamda 
minimalytstyckena kunna antaga, genom att at parametrarna p : r och 
q : r gifvas alia reella varden fran — 00 till + 00. 

Ett specielt intresse erbjod harvid fragan huruvida ett minimalyt- 
stycke var entydigt bestamdt genom afstandena A, B, C emellan de tre 
begransande rata linierna, da afseende fastes saval vid dessa afstands 
absoluta storlek som ock vid deras fortecken. Ett afstand emellan tva 
begransande linier infordes sasom positivt eller negativt allt efter som 
den sektor, som stracker sig i oandligheten emellan dessa linier, har 
formen af en hogervriden eller en venstervriden skrufyta. 

For afstandena A, B, C uppstaller Riemann (sid 306) foljande 
uttryck : 

^■A=4P*-(p-hq + r)\ 

-~-^=Aq 2 —(j> + q+r) i , 

• C= 4 ^ — (p + q + r)\ 

Dessa uttryck kunna sattas i formen 

• A = (3P + q + r) (p — q — r) = A 2 • A x 
— •B = (p + 3q + r) (—p + q — r) = B 3 • B v 
T ■ C =(P + q + 3*) {-p-q + r) = C t • C v 

Genom dessa uttryck aro afstandena A, B, C bestamda saval till 
storlek som fortecken, da vardena pi parametrarna p, q, r aro antagna. 
Uppfattas parametrarna sasom homogena koordinater for en punkt i 
ett plan, sa synes, att afstindena A, B, C aro lika med noil for 
varden af parametrarna, som geometriskt representeras genom punkterna 
pi de sex rata linierna A 1 = o, A 2 = o; B, =0, = o-, C 1= o, 

C 2 = o. 
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Genom dessa sex rata linier indelas hela /, r-planet i 16 om- 
rlden och innanfor hvart och ett af dessa omraden iiro fdrtecknena 
for afstandena A, B, C bestamda; de fdrandras ej for olika viirde- 
system p, q, r innanfor ett omrade. Ett onibyle af ett fortecken kan 
ega rum endast genom att nagon af linierna Ay, A. 2 , ofverskrides. 

Blir ett af afstandena A, B, C analytiskt betraktadt lika mcd noil 
derigenom att parametrarna p, q, r antaga varden, som geometriskt 
representeras genom en punkt pa en af rata linierna Ay, By ellcr Cy, 
sa ofvergar den skrufformiga sektorn i en plan lamell (ett fjerdedelsplan) 
emellan de tva hvarandra skarande rata linierna. Ifran den sfariska 
bilden, som i allmiinhet sammansattes af fan sfariska oktanter, afskilja 
sig tva oktanter. 

Blir ett af afstfinden A, B, C lika mcd noil derigenom att at 
parametrarna gifvas varden, som geometriskt representeras af en punkt 
p& en af linierna A 2 , B, eller C 2 , sa afskiljes deremot icke ett fjcrde- 
delsplan ifran minimalytstycket utan tva element af detsamma, med 
olika tangerande plan, narma sig hvarandra, sa att vid fortsatt form- 
forandring ytstycket kommer att genomskara sig sjelf. Den sfiiriska 
bilden af ett dylikt ytstycke bildas afven i griinsUiget, dii ett af af- 
standen blifvit noli, af fern sfiiriska oktanter. 

Den geometriska uttrycksformen fdr det ofvanstaende <ir alltsa 
foljande: blir ett af afstanden A, B eller C lika med noli, sa bestiim- 
mas genom den gifna begriinsningen i allmiinhet tva fullkomligt olika 
minimalytstycken. 

Aro tva afstilnd t. ex. A och B lika med noil, sil bildas ytstycket* 
begriinsning af tre riita linier, af hvilka en skiir de tva bfriga under 
rata vinklar. Analytiskt betraktadt kunna de tva afstanden A och B 
blifva lika mcd noli antingen sfilunda att at parametrarna gifvas viirden, 
som geometriskt representeras af skiirningspunkterna emellan riita 
linierna Ay och i>\, Ay och B\, A 3 och By eller ock A, och B r Man 
erhaller salunda genom samma begriinsning fyra olika ytstycken. 
Detta resultat viickte en viss uppmiirksamhet bland de matematiker, 
som niirmare sysselsatt sig med teorin for dessa ytor, ty man synes 
ha antagit, att genom en begriinsning, som bildas af tre riita linier, 
af hvilka en riitvinkligt skiir de tva dfriga, endast ett ytstycke, n:im- 
ligen ett stycke af en vanlig skrufyta, blifver bestiimdt. Snviil Riemann 
som G. Darboux ldsa dirckt detta problem och komma endast till 
skrufytan. 

Betraffande antalet ytstycken, som blifva besliimda dii de tre af- 
standena A, B, C iiro gifna saviil till storlek som fortecken, fann jag 
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att detta antal i allmanhet kan vara hogst lika med tre. Aro endast 
absoluta storleken af afstinden gifna, si bestammas 1 6 , 14, 12 eller 
minst 10 olika ytstycken. 


Under forsoken att enligt den Plateau && metoden genom en 
losning af tvil, vatten och glycerin experimentelt iskidliggora de olika 
minimalytstyckena, stotte jag pa ytstycken, hvilka icke analytiskt 
bestammas genom de af Riemann uppstalda formlerna. Ett af dessa 
ytstycken upptradde vid forsoket att experimentelt framstalla ett 
ytstycke med tre sektorer, som stracka sig i oandligheten och dar 
hafva karaktaren af hogervridna skrufytor {A^> o, B> o, C> o). 
Genom de undersokningar jag anstalt angiende formen af’ de ytor, 
som framstallas genom Riemann's formler, framgir det, att de ifri- 
gavarande ytstyckena genomskara sig sjelfva och att de siledes ej 
utan vidare kunna framstallas genom Plateau's forfarande. Framstaller 
man emellertid de begransande rata linierna genom tunna jarntradar, 
hvilka i det andliga forenas genom bojda tridar, och doppar man 
denna stallning i den Plateau ' ska losningen, si erhiller man, efter att 
hafva forstort en lamell, som bildar sig i det inre, ett ytstycke, som 
begransas af de tre gifna linierna. Detta ytstycke ar dubbelt- 
sammanhangande, ar en slkallad dubbelyta, som har endast en sida 
(»einseitige Flache«). 


UtgSende ifrln denna dubbelyta, kommer man till en annan grupp 
af ytstycken, hvilkas begransning afven bildas af tre rata linier och 
som ic e, utgora speciella fall af de ytstycken, som bestammas genom 
Riemann s formler, genom att ISta tvl af de begransande rata linierna 
narma sig hvarandra anda tills de skara sig i en punkt P. I detta 
gransfall ofverglr det dubbeltsammanhangande ytstycket i ett enkelt- 
sammanhangande ifall man tanker sig sammanhanget upplost emellan 
de tvi delama af ytstycket, som endast hafva punkten P gemensam. 

, s e f ra . nsning !f af ett ytstycke, horande till denna grupp, bildas af 
v ra a mier X och F, som skara hvarandra under rat vinkel i en 
punkt />, samt en tredje rat linie Z, som stir vinkelrat emot det plan 
som bestammes af de tvi fdrstnamda linierna. Betecknar man de tvi 
Ala punkten P utgiende delarna af de obegransade linierna X och F 

“®7 V 1 OC ^ J' och F »- samt tanker man sig dessa delar for- 
yttade 1 planet X, F, si att sammanhanget i punkten P fullkomligt 
upploses, men hkval si, att halflinierne X x och Z 2 samt Y x och F 
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forblifva parallela, och att vinklarna X t Y % och Y t X 2 med spetsarna 
P l och P t forblifva rata, sa erbjuder sig det allmannare problemet att 
bestamma ett minimalytstycke, hvars fullstandiga begransning bildas 
af de fyra halfliniema X lt X 3 , Y lt Y 2 samt en femte it hvardera 
sidan obegransad linie Z t som star vinkelrat emot de fyra halfliniernas 
plan. Harvid bora halfliniema X x och Y t i oandligheten forknippas 
med hvarandra genom ett ytstycke, som asymptotiskt narmar sig 
planet X x Y v hvaremot de i oandligheten liggande andpunkterna af 
linien Z forenas med de oandligt' aflagsna punkterna af halfliniema 
X s och Y x genom ytsektorer, som hafva karaktaren af skrufytor. 

Den sfariska bilden af ett sllunda begransadt ytstycke kan samman- 
sattas af sju oktanter och pa begrjinsningen af denna bild kunna Ire 
singulara punkter upptrada. 

De ratvinkliga koordinaterna x och y for en punkt pa ytstycket 
uttryckas genom de reella delarna af elliptiska integraler af tredje 
arten, medan koordinaten s, som raknas parallel med linien Z, fram- 
stalles slsom den reella delen af en algebraisk funktion af en komplex 
variabel. 

I uttryckena for de ratvinkliga koordinaterna upptrada tre af hvar- 
andra oberoende parametrar a y b, c. Genom en af dessa, t. ex. c, be- 
stammes forhallandet emellan afstandena fr&n linien Z till linierna 
X x och Y v De tva andra parametrarna kunna bestammas s3., att 
punkterna P x och 1 P 2 sammanfalla. I detta gransfall erhalles ett 
ytstycke, hvars begransning bildas af tre rata linier, namligen linierna 
X v + X % — X och Y x + Kj = Y, som skara sig, samt linien Z. 

Betecknas koordinaterna for punkterna P x och P a med ^ resp. 
{x x ,y x , o) och (*8,^,0), sa framstaller sig fragan for huru manga varde- 
system af parametrarna a och b ekvationerna x L — x t och y x = y x 
samtidigt satisfieras. Resultatet af en genomford undersokning ger vid 
handen, att det finnes tva vardesystem (a v b x ) och (<r 3 , b t ) som satis- 
fiera ofvanstlende tva ekvationer. 

•Man ledes salunda till tva olika typer af ytstycken, hvilkas be- 
gransning bildas af tre rata linier, af hvilka tva skara hvarandra, 
medan den tredje star vinkelrat emot de tva forsta liniernas plan. 
Det ena vardesystemet (a lt b x ) leder till en begransning af den be- 
skaffenhet att linierna X x -f- X 2 = X och Y x + 5^ = Y aro obegran- 
sade i hvardera riktningen. Det andra vardesystemet (a t , b t ) leder 
till en begransning, som bestir af tva ifran en punkt P utglende half- 
linier och en tredje. linie Z, som stir vinkelrat emot dessa halfliniers 
plan. Man har att tanka sig, att fore gransofverglngen Xy -■ x it y x -.-yt 
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halflinierna X % och F 3 hvardera ofvergatt i deras motsatta riktningar 
och att saledes i granslaget x x = x 2 ) y x =y 2 halflinierna x x och x : 2 
samt likasS halflinierna Y x och F 2 tacka hvarandra. Pa den analytiska 
fortsattningen af detta senare ytstycke upptrada de sammanfallande 
halflinierna X x + X % och Y x + Y 2 sasom dubbellinier i den bemarkelse, 
att genom hvarje punkt af dessa linier — punkten P undantagen — 
ga tva distinkta ytelement, Det kan val antagas att Rtemann, da 
han stalde problemet att analytiskt bestamma ett minimalytstycke, hvars 
begransning bildas af rata linier, icke tankt pa dylika ytstycken med 
dubbellinier. Men dessa ytstycken kunna ej uteslutas, emedan desamma 
framtrada, da nigra i en allmannare losning ingiende parametrar 
variera kontinuerligt. 


Utgir man ifrin det granslage x x = x 2 , y x = y %% som motsvarar 
parametersystemet (a Xi 6 X ), och betraktar man rata linien Z sasom en 
rorlig linie, hvilken standigt forblir vinkelrat emot planet X l +X 2 =X i 

+ Y* = K och later man denna linie Z narma sig en af de bada 
halflinierna X x eller F x , t. ex. F x> medan afstandet fran den andra 
halflinien X x bibehaller ett varde som ar storre an noli, sa uppstar i 
gransfallet, da det forstnamda afstandet ar lika med noil, eller dii 
linien Z skar halflinien Y x i en punkt P 3 , ett minimalytstycke, som 
bestar af tva skilda ytstycken, hvilka icke aro delar af samma analy- 
tiska yta. Det ena ytstycket ar ett stycke af en skrufyta, hvars axel 
utgores af den ratliniga strackan PP Z af halflinien Y x och pa hvilket 
halflinien X 2 och den ena fran punkten P s utgaende halflinien Z x iiro 
alstrande linier. Det andra ytstycket begransas af de fran punktcrna 
P och P B utgaende fyra halflinierna X Xi F 2 samt z', K„ hvilken 
senare utgor en del af halflinien Y x och saledes ligger i forliingningen 
af F 2 . Ytstyckets begransning bildas alltsa af tre riita linier, af hvilka 
tv&, X x och Z 2 skaras under rata vinklar af den tredje linien F> + F„ 
som ar afbruten emellan punkterna P och P$. 

Till de tidigare (sid 173) omnamda fyra ytstyckena, hvilkas be- 
gransning afven utgjordes af tre rata linier, af hvilka tva skaras af 
den tredje under rata vinklar kommer saledes nu ett femte ytstycke, 
som ej framgSr ur Riemann' s formler. 

Fragan uppstar nu huruvida harmed alia ytstycken iiro bestamda, 
hvilkas begransning bildas af tre rata linier, af hvilka tva skiira den 
tredje ratvinkligt. 
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Riemann behandlar bland exemplen^ pa minimalytor, hvilkas be- 
gransning ar foreskrifven foljande fall (sid 417): 

»Es soli die Flache vom kleinsten Inhalt bestimmt werden, welche 
begrenzt ist von drei Geraden, die sich in zwei Punkten schneiden, so 
dass die Flache zwei Ecken in ihrer Bcgrenzung und einen ins Unend- 
liche verlaufenden Sector besitzt.« 

Genom tillsatsen »so dass die Flache «, som utgor en niirmare 

bestamning pa den sokta ytans form, begriinsas problemet sa, att man 
i det speciella fall, da de begransande linierna aro parallela med 
koordinataxlarna i ett ratvinkligt koordinatsystem, kommer till endast 
ett stycke af en skrufyta, saledes till endast ett af de fyra ytstycken, 
som framga ur Riemanns allmannare formler (sid 307). Icke heller 
G, Darboux liar fort losningen af detta speciella problem vidare. 
(Legons sur la th£orie gdndrale des surfaces, sid 483. Paris 1887). 

Fattadt i storsta allmanhet Hr problemet att analytiskt bestiimma 
ett minimalytstycke, hvars begransning bildas af tre riita linier som 
aro parallela med koordinataxlarna i ett ratvinkligt system, oiindligt 
mangtydigt. Vid behandlingen af problemet maste saledes vissa 
inskrankningar gores. 

Riemann uppstiillde, sasom redan framhdlls, fordran att amplituden 
af en sektor, som striicker sig i oiindligheten och har karaktaren af 

71 

en skrufyta, bcir hafva storleken • Denna fordren kommer i det ft 5 l- 
jande att uppriitthallas. 

Ehuru Riemann ej tagit i betralctande ytstycken, prl hvilkas analy- 
tiska fortsiittning en eller flere af de begriinsande linierna blifva 
dubbellinier, sa vill jag dock pa forut framhallna skill tillilta antagandet 
att, dii ett eller tva af afstanden A, B, C iiro lika med noli, en eller 
flere af de begriinsande linierna kunna upptriida sasom dubbellinier pa 
ytstyckets analytiska fortsiittning. Diiremot upptagas ej de fall till 
behandling, i hvilka en eller flere af de begriinsande linierna blifva fler- 
faldiga linier pa ytstyckets analytiska fortsiittning. 

Eniir ett af de ytstycken, till hvilka de Riemann ' ska formlema 

7C 

leda, har en sektor med en amplitud af storleken 2 hvarvid sek- 

torns begransning delvis bildas af tva at olika hall riktade delar af 
samma begransande linie, sa har vid det ifriigavarande speciella pro- 
blemets behandling antagits, att de upptradande sektorerna kunna hafva 

amplituden 2*~ 


12 
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Under dessa antaganden har jag lost problemet att analytiskt 
bestamma ett minimalytstycke, hvars begransning bildas af tre rata 
linier X \ Y och Z , af hvilka linien Z skar linierna X och Y under 
rata vinklar. 

Undersokningen leder till det resultat, att de tre rata linierna 
bestamma icke mindre an 16 olika ytstycken, hvartill annu strangt 
taget komma dessa ytors spegelbilder i ett af planen ZX eller ZY> 
betraktade slsom speglande plan. Bland dessa 16 ytstycken inga de 
4, hvilka framgi. ur Riemanri s formler. Sex af dessa ytstycken be- 
stammas genom de tre linierna med en och samma forknippning af 
liniernas oandligt aflagsna punk ter 

Prof. H. A. Schwarz torde vara den forsta som hanvandt upp- 
marksamheten pi, att genom en och samma begransning kan foras 
mer an ett minimalytstycke. Sasom exempel harpa betraktar Prof. 
Schwarz en sexhorning i rymden med tva symmetriaxlar och visar, 
att genom densamma tre minim alytstycken aro bestamda. 

Den analytiska behandlingen af de 12 nya ytstyckena, hvilka ej 
framgi ur Riemanns formler, forsviras genom den omstandiglieten, att 
de sfariska bilderna af dessa ytor aro sammansatta antingen af 4, 5, 
7, 9 eller 10 sfariska oktanter, medan de sfariska bilderna af de yt- 
stycken, som framga ur Riema?ms formler, bildas af I, 3, eller 5 ok- 
tanter. 


Resultatet af den undersokning jag genomfort ar foljande. 

Problemet att analytiskt bestamma ett minimalytstycke, hvars be- 
gransning bildas af tre rata linier, af hvilka hvar och en star vinkelriit 
emot riktningarna af de tva ofriga, leder under vissa begriinsande anta- 
gande (sid 177), forutom till de genom Riema?iris formler bestamda 
ytstyckena, till foljande antal nya grupper af ytstycken eller til foljande 
antal nya ytstycken. 

I) Ar intet af afstSnden A } B , C emellan de tre begriinsande 
linierna lika med noil, sa fores man till endast en ny grupp ytstycken, 
forutsatt att hvarje begransande linie bor vara en enkel linie pa yt- 
styckenas analytiska fortsattning. Ytstyckena i denna grupp aro s. k. 
dubbelytor och aro dubbeltsammanhangande- 

II) Ar ett af afstanden A % B , C lika med noli, sa ledes man till 
tre nya grupper af ytstycken. Pa den analytiska fortsattningen af yt- 
styckena, horande till tva af grupperna, aro de begransande linierna 
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enkla linier. Ytorna i den ena af dessa grupper aro dubbelytor med 

endast tva sektorer af de resp. amplituderna - och 2>— PS den 

2 2 

analytiska fortsattningen af ytstyckena, horande til den tredje gruppen, 
aro tva af de begransande linierna dubbellinier . 

Ill) Aro tv h af afstSnden A, B,C lika med noli, sS ledes man till 
/2 nya minimalytstycken eller inalles till 16 ytstycken genom samma 
tre rata linier. Af dessa ytstycken aro 10 sa beskaffade, att de begran- 
sande rata linierna aro enkla rata linier. Pa den analytiska fortsatt- 
ningen af de ofriga 6 ytstyckena ar antingen en eller ock aro tva 
af de begransande linierna dubbellinier . 


I 3 * 



OM KONVERGENSEN AF DE POIN C ARf^ SKA 
©-SERIERNA I HUFV UDCIRKELFALLET . 

AF 

SEVERIN JOHANSSON. 


1 . I sin afhandling : Die eindeutigen automorphen Forrnen vom 
Geschlechtc Null, cine Revision und Erweiterung der Poincare' schen 
Sdtse, Math. Ann., Bd. 41. pag- I, (1892), har Ritter uppstiillt satsen, 
ait de Poincare' ska serierna af dimensionen — 2 icke liingre dro abso- 
lut konvergenta, om polygonniitet har en eller oandli 6 t manga grans- 
kurvor. Vidare hafva Ritter och Burnside ! ) funnit satsen, att vid de 
hufvudcirkelgrupper, hvilkas polygonndt dfvertiicker hela planet och 
hvilkas griinspunkter sdlunda icke ligga ofverallt tdtt pa hufvudcirkelns 
periferi, de Poincari' ska serierna af dimensionen —2 koimergera 
absolut och likformigt i hela ncitet. 

Ar 

Yn + & 

en substitution inotn en hufvudcirkelgrupp uti r\-planet, sa handlar det 
i de namnda satserna om serien 

M ' \dr\ | |yr| + b| l 2 

dar summan utstrackes ofver alia substitutioner i hufvudcirkelgruppen. 

Vid frSgan om denna series konvergens komma enligt de namnda 
satserna hufvudcirkelgrupperna att uppdelas i tva typer, allteftersom 


l ) Se § 12 i Ritters afhandling i Math. Ann., Bd. 41, och Burnside : On a class of 

automorphic functions , Proceedings of the London Math. Soc„ Nov, 1891. 
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hufvudcirkeln ar en granscirkel, ofver hvars periferi gruppen icke kan 
fortsattas, eller icke; i det forra fallet divergerar| serien (i), i det senare 
ar serien konvergent. 

Da i det senare fallet gruppen allt annu pa sjalfva periferin af 
hufvudcirkeln ar egentligt diskontinuerlig, medan i det forra fallet den 
egentliga diskontinuiteten upphor pi sagda periferi, kunnavi ocksa ut- 
trycka saken sa, att vi saga: Serien ( 1 ) ir konvergent eller divergent 
beroende pa, om hufvudcirkelgruppen ar egentligt diskontinuerlig pa 
periferin af hufvudcirkeln eller icke. 

2. Dessa satser aro alia riktiga, salange det handlar om grupper 
med ett andligt antal 'alstrande substitutioner. Men om vi betrakta 
ocksa grupper med oandligt manga alstrande, sa forlorar det ofvan 
angifna konvergenskriteriet sin betydelse. Jag skall namligen har ge 
exempel pa grupper, som ha hufvudcirkeln till verklig griinsdrkel 
och shlunda icke langre dro pa dess periferi egentligt diskontinnerliga, 
men vtd hvilka trots det summon 



konvergerar Dessa grupper ha da oandligt manga alstrande 1 ). 

3. For att erhalla ett sadant exempel, konstruerar jag en hufvud- 
cirkelgrupp pa ioljande satt. 

Vi tanka oss pS. periferin af enhetscirkeln en sluten ( abgeschlossen ) 
ingenstades tat punktmangd n o . Denna maugd bestar som bekant af 
andpunkterna af en numrerbar [abzdhlbar) mangd cirkelbagar & v af denna 
periferi, hvilka sakna gemensamma punkter, och dessa andpunkters 
hopningsstallen. 

Vi rita nu ofver alia de namnda, fran punkter i mangden II 0 fria 
cirkelbagarna & v ortogonalcirklar till enhetscirkeln och bekomma pa 
si satt oandligt manga cirkelblgstvlhorningar, af hvilka enhvar be- 
gransas af en bage & v och den tillhorande ortogonalcirkeln. Om vi 
aflagsna alia dessa tvahomingar ur enhetscirkelns yta, sa aterstar ett 
kontinuum hvilket vi vilja kalla en cirkelbagspolygon. 

&v 0 ml vara en godtycklig cirkelbage & Y - Om vi spegla i den ofver 
& Vo lagda orto gonalcirkeln, sa uppstar sasom bild af mangden n o pa 

x ) Se mm afhandling: Zur Theorie der Konvergent Her Poincare 1 schen Reihen bei den 
Hauptkreisgruppen i Ofversigt af Finska Vetenskapssocietetens Forhandlingar Bd LIII 
1909—1910 Afd. A. No. 15. 
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bagen b V() en sluten, ingenstades tat punktmangd n Vo ; mangden II Vo har 
darvid andpunktema af bagen b Vl> gemensamma med n 0 och bestar i 
ofrigt af andpunktema af vissa langs b Vu Hggande bagar b v „ v och deras 
hopningspunkter. 

Till bagama b v „ v drager jag ater ortogonalcirklar pa samma ^satt 
sotn till bagarna b v . Det uppstar darigenom ater oandligt manga 
cirkelbagstvahorningar, hvilka alia tillhora den af b v „ och dess ortogonal- 
cirkel begransade tvahorningen. Om vi ur denna sistnamnda tvahor- 
ning aflagsna alia dessa oandligt manga nya tvahorningar, sa aterstar 
en cirkelbagspolygon A v „. A Vo ar da tydligen spegelbilden af A 0 i den 
ofver b Vo dragna ortogonalcirkeln. 

■ Pa samma siitt kunna vi nu i obegriinsad foljd astadkomma nya 
spegelbilder, i det vi standigt spegla vidare ofver »fria« ortogonalcirklar. 
Speglingsprocessen afvecklar sig fullkomligt lika som i det bekanta 
fallet, da A 0 begransas af ett andligt antal' ortogonalcirklar till enhets- 
cirkeln. Sasom slutresultat bekomma vi ett niit af cirkelbagspolygoner 

A ,(IJ : . . A 0 , A 111 , A®, •••• 

och oandligt manga slutna, ingenstades tata punktmangder 

n®-u 0 , n®, n®, ••••, 

af hvilka tva olika hdgst ha tva punkter gemensamma. 

Polygonen A (v) nar i punkterna, tillhorande mangden TI®, ut till 
periferin af enhetscirkeln, men bestar i ofrigt uteslutande af punkter 
tillhorande det inre af enhetscirkeln. Polygonerna A (v) lagra sig invid 
hvarandra och deras sammanfattning dfvertacker enhetscirkelns inre 
fullstandigt en gang. 

4 Ur de harmed definierade speglingarna bilda vi harefter pa det 
kanda siittet en grupp af lineara substitutioner. Vi strecka fordenskull 
var utgingspolygon A 0 . De genom spegling ofver A 0 : s rander upp- 
komna polygonerna A v letnna vi ostreckade; diirpa strecka vi ater de 
ur A v genom spegling ofver de fria riinderna uppkomna polygonerna 
o. s. v. Pa sadant satt blir slutligen hela vart polygonniit sammansatt 
af turvis streckade och ostreckade polygoner, hvarvid af tvl invid 
hvarandra liggande polygoner den ena alltid ar streckad, den andra 

ostreckad. . 

Betrakta vi darpa de operationer, som ofverfdra sammanfattmngen 

af alia streckade eller alia ostreckade omraden i sig, sa bilda dessa 
operationer en grupp, T, af lineara substitutioner. 
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Om Av 0 ar en godtycklig af de invid 
bildar tydligen polygonen 


A 0 liggande 


polygonerna, sa 


= A v „ 

T r - Ge "° m f ”'” edi ^ 

tionema 1 r uppsta ur A 0 oandligt manga polygoner 
AM = A 0 , A ' «, A* ...., 

S FT* '"»'“*■=>» Matandig. en enda gang; 

J p 6 / beSta ; da 7 ld af en streckad och en ostreckad polygon A. 
tillh6rande° nen 1° ““tt"* tlU periferin af enhetscirkeln i alia punkter 
horande det infe af enhetsctS fil f ' ^ **"’**'• m 

punktmangdernarLochn med P ? vx sammanfattningen af 

punktmaned Ur P v « medjP o. sa ar P 0 en mgenstades tat sluten 

gruppen T slutna ,^° gen ° m fdrm edling af substitutionerna i 

gruppen 1 slutna, mgenstades tata mangder 

P m = P 0 , PW, />< 3), .... f 

Ufa SfVJT ^ *'* r° k,er e"”'"*"”™- Polygonen 
punkter. lnre af enhetscirkeln horande 

f; Punkte ™ a pa periferin af enhetscirkeln sdnderfalla i tva klasser- 

zJzrzzT manga °“ 

minga ortogonalcirklar. Punkterna af fdrsta IrteTL^eh T»T 
tiU nagon af mangderna P<»>, pm, .... h o ran de punktema “ * d * 

„ a Jl a P unkterna af forsta arten som de af andra arten ligga ofver 

“r t “ 

rxr-- ™ aiy~ r :? a : a “ 

«»!dta«n£.rge r Lf M^tade” “ d > dnt 

fran^ > 'hdt ^ etidfdaS , ■ grinscirktl. Delta 
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6. Punktmangden P m bestar af andpunkterna af oandligt manga 
cirkelbagar d v och deras hopningspunkter. Emedan cirkelbagarna d v 
sakna gemensamma punkter, sfi ar 



2JT. 


Vi ha saledes att siirskilja mellan tva mojlighetcr. Antingen ur 


eller 


z 

v 

X 

V 


dy -- 271 

dy < 2JT. 


Vi kalla dessa fall det paraboliska och det hypcrboliska fallet. 


Uttrycket 



V 


vilja vi kalla det Ijings enhetscirkelns periferi uppmiitta innehallct af 
punktmangden P^. De bada fallen skilja sig da sa fran hvarandra, 
att i det paraboliska fallet fundanientalmangden ar utan innehall 
d. v. s. har innehallet noil, medan i det hyperboliska fallet fundamental- 
mangden /W har ett fran noli skildt innehall. 


7. I det jag forbelialler mig att senare aterkomma till det parabo- 
liska fallet, bevisar jag har foljande sats 1 ): 

Vid alia hufvudcirkclgrnppcr af hyperbolisk typ konvergera dc 


Poincare' ska scricrna af dimensionen — 2. 

T ma alltsii vara en grupp af hyperbolisk typ; dess substitutioner 
ma vara Emedan S^r\ betyder cn fdrskjutning af enlietscirkeln 

i sig, sa har formen 


SM n = 


bM ]\ -j- 
yWrj + &M* 


dar och -fM aro de konjugerade talen till och diirvid ar 

| b(H)|2— | ft*) |*=_ I. 


l ) Denna sats innesluter i sig den af Ritter och Jiurnside funna salscn, ty vid de af 
dem betroktade gruppema innelmller ^(°) ett iindligt antal ltontinua (cirkelbagar) 
och har foljaktligen ett fran noil skildt innehall. 



SEVERIN JOHANSSON : 


Det galler att bevisa, att serien 


konvergerar. 
Nu ar 


eller alltsa 


Punkteraa 


w I 2 




aro foljaktligen eqvivalenta med den oandligt aflagsna punkten och 
ligga alltsa utom enhetscirkelns periferi. Da vidare alia dessa punkter 
ligga i det andliga, kan man med nollpunkten sasom medelpunkt sla 
en sa stor cirkel, att de alia ligga inom denna cirkel; dess radie ma 
vara R. Vidare ma r < i. Da ar for | r\ | ^ r 

_ &00 
R + r > n + >i-r 


ii i ^ i i 

U (i — r)*‘| yW| 2> I T (fl, n + + /•) 2 '|y>)| 


Foljaktligen konvergerar eller divergerar serial 


Y wn + &( w |a 


for alia punkter i det inre af enhetscirkeln samtidigt vied serien 


V£r uppgift ar numera att Idagalagga, att sistnamnda serie kon- 
vergerar i det hyperboliska fallet. 


8 * fdr alia punkter af enhetscirkeln och saledes ocksa for punk- 
tema pa periferin galler enligt (3) olikheten 
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I ^ I I 

(s) + &w p^ > (p + iH'W 

Ar da det minsta vardet af 


1 Y w n"+ w I* 

pa periferin af enhetscirkeln, sa galler olikheten 

(6) > Ix'+'iy ’ | f A 'p ‘ 

Numera betrakta vi pa periferin af enhetscirkeln punktmangderna 
/>(“) och PW, som uppkommer ur P<°> genom formedling af S<^. 

Till mangden P(°> hora cirkelbagarna 

^2- — 

och till miingden PM pa alldeles samma satt bagarna 

df\ •••• 


Ar /l 0 ) innehallet af P1®1 och /M innehallet af P^\ sa ar 


och 


/<«> = 271 



V 

JM = 271 — 


v 


Cirkelbagarna ^ uppsta ur cirkelbagarna d, genom formedling af 
substitutionen SM. Vi kunna tanka oss de bada serierna af cirkel- 
bagar sa ordnade, att ar afbilden af dy. 

Ar nu « ett godtyckligt positivt helt tal, sa framstaller uttrycket 


\—n 



v-1 


totallangden af vissa pa enhetscirkelns periferi liggande bagar. Om vi 
pa dessa bagar anvanda substitutionen SH sS uppkomma bagar, 
hvilkas totallangd ar 



SEVERIN JOHANSSON : 


Da bestar olikheten 




J/AM • [ 27X 




r =n 


D4 denna olikhet gkller for alia viirden pi n, s4 framgar hiirar, att 

den^af ni&ngd ^ ^ positivt helt tal, sa iir foreningsroang- 

-P (0) , PM, , pm 

olrif^ S n ten ingenStSdeS tSt man S d Punkter pa enhetscirkelns 

S WM uf nna T n§ tillkommer alltsa P a samma salt som de en- 
shWa punktmangderaa JW ett bestamdt langs periferin uppmatt inne- 

all. Da emellertid de ofvan angifna mangderna ha hogst tva punkter 
pams gemensamma, si ar delta innehall lika med 

M-*V 

J>. 

Di aandrasidan del betraktade innehallet ar mindre an 2*, sa fdljer, att 




Di denna olikhet galler for alia varden pi N 
serien r * 


pa N , sa foljer harur, att 




konvergerar. ** 

serien' af < 8 > sl " a " med tillhjalp ,f (;), a „ 


konvergerar. Foljaktligen konvergerar enligt (6) ocksa 


serien 
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Men detta innebar enligt 
sionen — 2 



I y ( fi, K 


h 

(3), att den Poincare' ska scrien af dimen - 


ko?vuergerar for 1 1) | < 1 . 



b>»|* 


Harmed ar satsen bevisad. 
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